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Esercizio 1.

i) Calcolare la soluzione γ(t, α) delle equazioni di Eulero-Lagrange con lagrangiana

L(q, q̇) =
1

2
(q̇2 − (q + t)2).

e condizioni iniziali
q(0) = 0, q̇(0) = α ∈ R.

ii) Mostrare che l’insieme {γ(t, α)}α, con 0 < t < π, −1 < α < 1 è un campo di
estremali e calcolare la slope function P .

iii) Scrivere le equazioni di Carathéodory e trovare la funzione iconale S(q, t).

Esercizio 2. Si consideri il seguente sistema di equazioni differenziali:

ṗ = − q + e1

|q + e1|3
− ωJp, q̇ = p− ωJ(q + e1) (1)

dove

p, q ∈ R2, e1 =

(
1
0

)
, J =

[
0 −1
1 0

]
,

con condizioni iniziali

p(0) =

(
0√
2
2

)
, q(0) =

(
1
0

)
. (2)

1. Mostrare che il sistema (1) è hamiltoniano trovando una funzione di Hamilton
associata.

2. Completare la relazione

Q = Rωt(q + e1), Rωt =

[
cosωt − sinωt
sinωt cosωt

]
ad una trasformazione canonica dipendente dal tempo

(p, q, t)
Ψ7→ (P ,Q, t)

e scrivere la nuova hamiltoniana K(P ,Q, t).1

1suggerimento: osservare che JRωt = RωtJ , per ogni ω ∈ R.
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3. Trovare la soluzione del sistema hamiltoniano (1) con condizioni iniziali (2).

Esercizio 3. Si consideri la hamiltoniana perturbata

Hε(I,φ) =
|I|2

2
+ εf1(φ), I ∈ Rn, φ ∈ Tn, n ≥ 2

con f1(φ) = sin(
∑n

j=1 φj).

1) Trovare n integrali primi indipendenti e in involuzione.

2) Mostrare che il sistema hamiltoniano associato soddisfa il principio della media.
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