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Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

15 Febbraio 2018
(usare fogli diversi per esercizi diversi)
Primo Esercizio

In un piano orizzontale si fissi un sistema di riferimento Oé;és e si consideri
una lamina quadrata, orientata come in figura, con lati di lunghezza 2/ e vertici
Py, P>, P3, Py. Ai vertici della lamina vengono applicate le forze

—

F,=F(é +&), Foa=F,, Fs3=Fé, F,=-F,

con F > 0.
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i) Trovare 'asse centrale del sistema
F=A{(F;; P)}lj=1.4.
e dire se esso interseca la lamina.

ii) E possibile aggiungere una forza f‘g, applicata ad un punto Ps della lamina
in modo tale che il sistema di forze applicate esteso

F={(F;,P)}j=1.5

sia equilibrato??

1Un sistema di forze applicate si dice equilibrato se per tali forze la risultante e il momento
risultante rispetto ad un polo qualunque sono nulli.



Secondo Esercizio

Un corpo di massa unitaria & soggetto ad una forza centrale
X
F(x)=f(p)=, xeR’

dove p = |x| ed
«
fp) = —2(; +p),  a>0

a) Tracciare il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto, con coordinate p, p,
nei casi qualitativamente diversi che si presentano al variare del parametro
« e della componente ¢ del momento angolare ortogonale al piano del moto.

b) Dire per quali valori di «, ¢ esistono traiettorie circolari nel piano del moto
e calcolarne il periodo.

¢) Nel caso in cui @ = 1, ¢ = 4 si calcolino i punti di inversione del moto di
p in funzione del valore E dell’energia totale.

Terzo Esercizio

In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Oxy, con asse Oy verticale
ascendente. Si consideri una lamina quadrata omogenea, con lati di lunghezza
2¢, dalla quale ¢ stata rimossa una superficie circolare di raggio R < ¢ centrata
nel baricentro B. La lamina forata ha massa M ed un suo estremo & incernierato
nell’origine O del riferimento. All’interno del foro circolare puo rotolare senza
strisciare un disco omogeneo di raggio r < R, massa m e baricentro G. 1
vertici A, C della lamina (vedi figura) sono collegati all’asse Oz da due molle di
costanti elastiche ki, ko e lunghezza a riposo nulla, che si mantengono sempre
parallele a Oy. Sul sistema agisce anche la forza di gravita, di accelerazione g.
Si usino come coordinate gli angoli ¢, 6 che la diagonale per O della lamina ed
il segmento BG formano con la direzione verticale.

Y

1. Calcolare i momenti principali di inerzia della lamina forata rispetto al
suo baricentro B.

2. Calcolare le velocita angolari della lamina e del disco.

3. Scrivere l’energia potenziale delle forze attive agenti sul sistema.



Soluzioni

Primo Esercizio

i) La risultante delle forze &

—

R=Y F, = F(é, +2¢&,) (1)

4
1

J

ed il momento risultante delle forze rispetto al polo P; &

4
Np3 = Z(Pj — Pg) X f‘j = 74€Fé3

j=1

Il punto Qo dell’asse centrale che si trova sulla retta passante per P; e ortogonale
ad R ¢ dato da

R x N 4 . R
QO - P3 = |ﬁ|2_PS = *36(261 — eg).

L’asse centrale ¢ la retta passante per @)y e parallela ad R.
Dette z,y le coordinate cartesiane nel riferimento Ps3é;é2, I’equazione del-
I’asse centrale si scrive

4 8
——{=2 4
y—gt=20+:0)
cioe
y = 2x + 4. (2)
Osservo che asse centrale non interseca la lamina, in quanto la funzione y(x)
definita da (2) & crescente e per 2 = 0, che & I’ascissa di P, si ha y(0) = 4¢ > 2/,

che e 'ordinata di Ps.
ii) Imponiamo le condizioni per avere un sistema equilibrato:

5 5
ZF]':(), Z(Pj*Q)XF]‘ZO
j=1 j=1
per una scelta qualunque del polo Q € E3. Osservo che queste si possono scrivere

come . . . .
R+F5:0, NQ+(P5*Q)XF5:0,

dove R ¢ data da (1) ed

4
No =3P, -Q) .
j=1
Si ottiene che
F5; = —R.
Inoltre, i punti @ dove 1<TQ = 0 sono tutti e soli i punti dell’asse centrale del
sistema JF, poiche il trinomio invariante N - R € nullo. Per cui si ha

—

(Ps— Q) xFs=—(P— Q) x R=0. (3)

La relazione (3) ci dice che la forza F5 deve essere applicata ad un punto Ps
dell’asse centrale del sistema F. Abbiamo gia visto nel punto i) che tale asse
non interseca la lamina.



Secondo Esercizio

a) L’energia potenziale V(x) & data da

V(x) = V(p(x), V(o) = - / Fodp =5+

Indicando con ¢ la componente ortogonale al piano del moto del momento
angolare, 'energia potenziale efficace risulta

2 -2
c — V — 2
air(p) =V(p) + 2 =P T
Derivando si ottiene )
d 200 — ¢
— Vs = 2
dp eﬁ(p) pg +2p

e si vede che si presentano tre casi distinti:

[ 2
- V& e crescente per 2a —c* >0 e

lim V(p) = —cc.

p—0+

[ 2 _
- V& ¢ crescente per 2a —c* =0e

lim V(p) =0.

p—0t
C S .
& ha un punto di minimo in

4] — 2

se 2a — 2 < 0.

Di conseguenza, ricordando che I'energia totale e

1,
Egg(p, p) = §P2 + Vi (p),

si hanno i tre ritratti di fase differenti illustrati nella figura.

b) Le orbite circolari corrispondono ai punti di minimo dell’energia potenziale
efficace. Di conseguenza esse esistono se e solo se 2a — ¢ < 0 ed il loro raggio
¢ dato dalla formula (4). Dalla conservazione del momento angolare si ha

c= p29,

quindi la velocita angolare dell’orbita circolare e

c
Ocive = =
Circ p2
ed il suo periodo e dato da
T '27r _ 21 p?
|90irc| |C|



¢) Indicando con E il valore costante dell’energia totale, i punti di inversione
del moto di p sono definiti dalla relazione

E— e%f(p) =0,
cioe )
c® — 2«
E = p?
5
Sostituendo o = 1, ¢ = 4, si ottiene I’equazione
7
E = p2 + PR
p

che ¢ equivalente a
pt—p?E+7=0.

Da questa si ricava che

, E+VEZ-2
pr=—",
2

e quindi i punti di inversione sono

E++VE?-28 E—+vVE? - 28
p=\l—m— =\
2 2

Terzo Esercizio

1. La densita di massa della lamina forata &

M
402 — TR2’

g =

Considero il riferimento principale centrato nel baricentro con gli assi Bé}, Bé&,
paralleli ai lati OC, OA della lamina. Sia inoltre Bé% ’asse principale ortogonale
al piano della lamina.

Calcolo il momento principale I3 per differenza tra il momento IBQ di una
lamina quadrata omogenea non forata ed il momento I7 di un disco omogeneo
di raggio R corrispondente al foro. Assumo che Q e D abbiano la stessa densita
della lamina forata, quindi le loro masse sono

4Mf2 7TMR2
M =46 = ——— MP =nR*>c = ——— .
TR —rRY TR _aR?
Ottengo dunque che
2 1 M 8 7r
I :IQ71D:—MQ€27—MD 2:7(—64—— 4)'
378 7B Ty M = e 3 5 1t

Poiché il corpo ¢ piano e il polo dei momenti di inerzia giace nel piano del corpo
si ha la seguente relazione tra i momenti principali di inerzia:

L+1 =1

Inoltre, per le proprieta di simmetria della lamina forata si ha Iy = I5. Concludo

che M A
0

_ " (Ea_T 4)'

402 — T R? ( 4 R

1
L=h=;l= .



2. Introduco i vettori &1, €5 paralleli agli assi Oz, Oy ed €3 = €1 X €3. Poiché p e
un angolo tra una direzione solidale alla lamina e una direzione fissa in Oé;é3€3
la velocita angolare della lamina &

wy, = (pég

Per calcolare la velocita angolare del disco &p osservo che Wp = wés e determino
I’espressione di w come segue. La posizione e la velocita del baricentro B della
lamina sono dati da

B — O = V/2(sin pé; — cos pé3), VB = V20p(cos pé; + sin péy).

Detto P il punto di contatto tra lamina e disco e detta ¥4 la velocita di P come
punto della lamina, per la formula fondamentale della cinematica rigida si ha

VE = Vg + pés x (P — B) = p(V2€ cos p+ Rcos 0)é; + p(V20 sin o+ Rsin 6)és.
Detta VB la velocithd di P come punto del disco, la condizione di puro rotola-

mento ci dice che

oD _ =L
Vp = Vp.

La posizione e la velocita del baricentro G del disco sono dati da
G—0 = [V2sing+ (R —r)sinflé; — [V20cosp + (R — r) cos 0]é,
Vo = [V2lpcos + (R — )0 cos B]é) + [V20psinp + (R — )6 sin 6]é,
Dalla formula fondamentale applicata ai punti P, G del disco, che si scrive
VB = Vg 4+ wes x (P - @),

ottengo che
1 )
w = ;[ch —0(R—r)].

3. Le coordinate dei punti A, C sono date da

A—0O =2lsin(p — %)él — 20 cos(p — %)ég = V2([(sin p — cos p)é1 — (cos @ + sin @)&],

C —0 =2lsin(p + %)él — 20 cos(p + %)ég = V/2/[(sin ¢ 4 cos p)é; — (cos ¢ — sin @)&,].

L’energia potenziale ¢ data da

1 1
V = Mgyp +mgyc + §k1y,24 + gkzyé
= —MgV/2l cos p — mg[V2 cos p + (R — 1) cos 0] + (k1 — k2)0? sin @ cos .



