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Capitolo 1

Sistemi meccanici discreti non
vincolati

Vogliamo descrivere il moto di un sistema di punti materiali P; ... Py dotati di masse
my ... my, soggetti a forze esterne assegnate, che si possono muovere liberamente nello
spazio ambiente.

1.1 Spazio, tempo e sistemi di riferimento

Il tempo t e reale e unidimensionale; lo spazio ambiente ¢ euclideo tridimensionale
e lo denotiamo con E3.

E? ¢ dunque uno spazio affine reale a cui ¢ associato uno spazio vettoriale V3
dotato di un prodotto scalare, che denotiamo con -, cioe di una forma bilineare
simmetrica definita positiva V3 x V3 — R. Possiamo quindi introdurre la norma

i =Vi-d,  deV

e la distanza
d(u,v) = [u —v|, i,v e V3

Introduciamo anche lo spazio prodotto G = E3 x R, che chiamiamo spazio-tempo
di Galileo. Gli elementi di G si chiamano eventi. Inoltre G ha la struttura di
un fibrato banale, avente per base la retta del tempo R, mentre le fibre sono gli
spazi degli eventi simultanei E® x {t}, t € R, tutti isomorfi a E3. La struttura
euclidea su E? permette di misurare le distanze tra eventi simultanei usando questo
isomorfismo.

13



14 CAPITOLO 1. SISTEMI MECCANICI DISCRETI NON VINCOLATI

Prodotto vettoriale

Introduciamo un prodotto vettoriale (o prodotto vettore) su V3, denotato con x,
che & un’applicazione V3 x V3 — V? bilineare, antisimmetrica, tale che

i) se u-v =0 allora |u x V| = |ul|V|,
i) UXV-W=VXW-U,
. > = — 3
per ogni u,v,w € V~.
Dimostriamo che sullo spazio V3, dotato del prodotto scalare -, esistono 2

prodotti vettoriali xq, X5, il cui risultato differisce solo per il segno e, scelta una
base ortonormale {&1, &;, &3}, risulta

€1 X1 ey = es, €2 X1 €3 = ey, €3 X1 e = ey,

N . 2 . . K . . (1.1)
€1 Xgo ey = —es, €y Xg €3 — —ey, €3 Xg €1 — —e€s.

Osserviamo innanzitutto che le due applicazioni bilineari e antisimmetriche
X1, X9 definite dalle (1.1) soddisfano le proprieta i), ii).

Esercizio 1. Verificare l'affermazione precedente.

Consideriamo adesso un’applicazione V3 x V3 — V3 bilineare e antisimmetrica
con le proprieta i), ii) del prodotto vettore elencate sopra. Allora, data una base
ortornormale {&;,&,, €3} di V3, dalla proprieta antisimmetrica abbiamo

é; x & =0, j=1,2,3.
Dalle i), ii) segue che |&; x €| = 1 e che &, X &, sta in & Né; = span(é3), quindi
€] X €y = té3.
Inoltre, se €; X €3 = +e3, si ha anche
€ X €3 = &, €3 X € = é,. (1.2)

Infatti, ragionando come prima si ottiene €, x €3 = +¢€; e, se valesse €; X €3 = —éy,
usando ii) avremmo la seguente contraddizione:

_1:é2><é3'é1:é1><é2‘é3:1.

La seconda equazione in (1.2) si dimostra in modo simile. Procedendo in modo
analogo si ottiene che se invece vale €; X €, = —e3 si ha

~

ég X ég = —él, ég X él = —€9.
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Scelto uno dei due prodotti vettoriali su V3, che indichiamo con x, diciamo
che una terna ordinata di vettori ortonormali {&;, &, €3} & levogira rispetto a X
se vale

€1 X €y = é3, €y X €3 = €y, €3 X €] = €.
Nel seguito considereremo solo terne levogire.
Vale la seguente proprieta (formula del prodotto triplo):

Xxy)xZ=(X-2)y—(y-Z)X. (1.3)
Esercizio 2. Verificare la (1.3).

Notiamo che il prodotto vettoriale non ¢ associativo, infatti dalla formula del
prodotto triplo e dalla proprieta antisimmetrica otteniamo

(Rx§)x7—Xx (§x7) = (X-§)7— (§- 2%
che in generale e non nullo.
Introduciamo in R? il prodotto scalare

3
Xy = thyhu X = (%1,.’172,373), y = <y17y27y3)'
h=1

La mappa

(Xv Y) XXy = (902?/3 - 903?/2)61 + ($3?/1 - 901?/3)62 + ($1yz - 902?/1)63,

con e; = (1,0,0)T, ex = (0,1,0)7, e3 = (0,0, 1)T, definisce un prodotto vettore su
R3 e la terna {ej, ey, €3} ¢ levogira.

Sistemi di riferimento

La descrizione del moto di un corpo richiede 'introduzione di un sistema di riferimento,
che permetta di individuare la posizione del corpo nello spazio ambiente in cui avviene
il moto.

Un sistema di riferimento in E? ¢ una mappa differenziabile!

Rt X(t) ={0(t),e(t),et), &3(t)} € E* x (V?)?,
con O € E? &; € V3 j =1,2,3, tale che

Inoltre assumiamo che i vettori €1, €5, €3 formino una terna levogira. Per un sistema
di riferimento > useremo anche la notazione O €;€5€3, oppure Oxyz.

1Una mappa R > t +— 1(t) € V3 & differenziabile se lo & una sua qualunque rappresentazione
in coordinate R + R3 che si ottiene scegliendo una base (i cui vettori indipendenti da ¢). Una
mappa R > ¢t — P(t) € E? ¢ differenziabile se lo ¢ la mappa R > t — P(t) — O € E3, dove O &
un qualunque punto di E3.



16 CAPITOLO 1. SISTEMI MECCANICI DISCRETI NON VINCOLATI

Rappresentazione in coordinate

Dato P € E? ed un sistema di riferimento O &,€,€3, possiamo associare in modo
unico a tale punto un vettore di coordinate in R3:

3
E39PH)_(’P:P—O:Z.’EiéiEV3<—>XP:<.CL’1,.T2,.T3)ERB (14)
=1

Denoteremo con ey, ey, €3 i vettori della base canonica di R3, corrispondenti a
€1, €9, €3. In seguito, nella scrittura delle formule, utilizzeremo sia la notazione in
V3 che quella in coordinate in R3.

Fissato un sistema di riferimento in E? possiamo identificare E?> x R con lo
spazio delle coordinate di Galileo R? x R.

1.2 Descrizione del moto
Il moto di un punto P € E3 ¢ una mappa differenziabile
R >t P(t) € E.

Dato un sistema di riferimento ¥ = O é,é,€3, possiamo definire la posizione, la
velocita e 1'accelerazione di P relativamente a 3 rispettivamente come

ip = (P — O) = Z; éi,
i=1
L d .
VP:%<P—O)’2 = 2 T; €,
& >
ap:ﬁUD—O)‘E = N e

e possiamo identificarle tramite la (1.4) con i rispettivi vettori delle loro coordinate
in R3:

Xp = (1’17372,553), Vp =Xp = (3'71,552,533)7 ap =Xp = (lflaféz,is) € R’

L’operazione di derivata temporale di una mappa vettoriale dipende dalla base
in cui si scrivono le componenti e quindi, per i sistemi meccanici, dalla scelta
del riferimento. Utilizzeremo la notazione %(-)}Z per indicare esplicitamente tale
dipendenza.
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1.3 Le equazioni del moto

Le forze

Dato un sistema di N punti materiali e fissato un riferimento > = O €1é,€;3
assumiamo che la forza agente sul punto P; sia esprimibile da una mappa?

F;: (VY x (V)N xR — V3

che dipende solo dalla posizione e dalla velocita dei punti del sistema e dal tempo
t, quindi
Fi - Fi<i17 e ,)_()N,\_”l, ce ,\_/"N,t).

Questa si pud anche considerare come una mappa da (R*)Y x (R*)Y x R a R?,
denotata con
Fi = FZ‘<X17 o XN, VL, 7VN,t),

utilizzando l'isomorfismo tra V3 ed R? definito dal sistema di riferimento scelto.
Vale il principio di sovrapposizione, cioe i contributi di due forze agenti su uno
stesso punto si sommano vettorialmente.
Osserviamo che le forze F; dipendono dal sistema di riferimento scelto, vedi
Sezione 2.

Il determinismo di Laplace e le equazioni di Newton

Il principio del determinismo meccanicistico dice che la conoscenza dello stato
cinetico (posizioni e velocita) di un sistema di N punti materiali ad un certo
istante permette di determinare tutta la sua evoluzione temporale.

Dato un sistema formato dai punti P;,2 = 1... N, soggetti alle forze F; nel
sistema di riferimento ¥, assumiamo che valgano le equazioni di Newton (secondo
principio della Dinamica). Piu precisamente, siano

R=(R1,...,%n), V=(1,...,9%),€ (V)"

i vettori delle posizioni e velocita degli N punti. Se
e la forza agente sul punto P;, i = 1... N, allora si assume che il moto ¢ — x(t)
sia soluzione del sistema di equazioni differenziali

d2

2questa si pud anche considerare come mappa da R*V x R3Y x R a V3, oppure come mappa
da R3N x R3N x R a R? utilizzando I'isomorfismo V3 ~ R3.
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oppure, in coordinate in R3,

1.4 1 riferimenti inerziali

Trasformazioni galileiane

Fissato un sistema di riferimento, chiamiamo gruppo di Galileo il gruppo G delle
trasformazioni affini dello spazio delle coordinate di Galileo R x R che conservano
gli intervalli di tempo (con la loro orientazione) e la distanza tra eventi simultanei.

Proposizione 1. Ogni elemento g € G st scrive in modo unico come prodotto di
trasformazioni del tipo sequente:

i) g1(x,t) = (x+tu,t)  (moto uniforme con velocita u)
i) ga(x,t) = (x+y,t+s) (traslazione dell’origine)
iii) gs(x,t) = (Gx,t)  (isometria spaziale)
conx,y,u€c€R3t seR GeO3).

Dimostrazione. Osserviamo che le trasformazioni della forma gy, g2, g3 stanno in
G. Consideriamo adesso una generica trasformazione affine ® di R?® x R in sé:

(j)zA(j)+a

A:{% “], B:(Z), GeM(3,3), uv,ycR® ascR.

con

\% a

Mostriamo che se ® e una trasformazione del gruppo G si ha v.= 0, a = 1,
G € O(3). Da questo seguira la tesi. L’invarianza degli intervalli di tempo ci dice
che

V- (x1 = x2) +alty —t2)| = [t1 — 1o
per ogni x;, X, € R, #1,t, € R. Da questo segue che v = 0, |a| = 1. Per conservare
anche il verso del tempo si deve scegliere a = 1. L’invarianza della distanza tra
eventi simultanei (xy,t), (xa,t) ci da

|G(x1 — x2)| = [x1 — X2

per ogni X1, X, € R3, da cui segue che G € O(3).
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G ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio delle trasformazioni affini di A* di
dimensione 10. Siccome vogliamo conservare anche l'orientazione dello spazio,
data dalla scelta del sistema di riferimento, ci restringeremo alle trasformazioni
con G € SO(3).

Principio di relativita di Galileo

Fissiamo un sistema di riferimento. Dato un sistema di N punti materiali pos-
siamo estendere in modo naturale ’azione del gruppo di Galileo dallo spazio delle
coordinate allo spazio degli stati di Galileo (R*)™ x (R*)¥ x R, definendo 1’azione
dei generatori ¢, g2, g3 nel modo seguente:

g1(x,v,t) = (x+tn,v+mn,t)

Ga(x, v, 1) = (x+ &, v,t+ 5)

g93(x,v,t) = (Gxq,...,Gxn,Gvy,...,Gvy,t)
con x,v,&,mn € (RN, € = (y,...,y),n = (u,...,u),y,u € R¥t,s € R, G €
SO(3).
Definizione 1. Diciamo che un sistema di riferimento e inerziale se le equazioni

di Newton (1.6) in questo riferimento sono invarianti rispetto alle trasformazioni
del gruppo di Galileo G.3

L’invarianza delle equazioni di Newton significa che, data una qualunque solu-
zione t — x(t) di queste equazioni, ogni elemento g € G la trasforma in un’altra
soluzione della stessa equazione.

Il principio di relativita di Galileo afferma che esistono dei riferimenti inerziali.
In un riferimento inerziale la proprieta di invarianza rispetto al gruppo di
Galileo impone dei vincoli sulla forma delle forze:

a) invarianza per traslazioni del tempo: se x(t) ¢ soluzione di (1.6) anche x(t + s)

lo e, cioe
X(t+s) =F(x(t+s),x(t+s),t), s,teR. (1.7)
Ne segue che le forze F; non dipendono da t:
Fi = FZ(X, V),

cioe le leggi della natura restano le stesse al passare del tempo. Infatti,
scegliendo t1, sy con t; + sy =t + s =: 7, dalla (1.7) si ottiene

F(x(7),%(7),t) = F(x(7), (1), 11),

- OF __
per cui 4 = 0.

3in realta noi considereremo solo le trasformazioni in cui G € SO(3) perché vogliamo che

preservino 'orientazione di E3
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b) invarianza per traslazioni uniformi nello spazio E*: se x(t) & soluzione anche
x(t) +tv +y lo ¢ (lo spazio &€ omogeneo). Ne segue che

F;(x,v) = Fi(Xj — X, Vj — Vi)

cioe le forze dipendono solo dalle distanze e dalle velocita relative.

Consideriamo il caso di una forza dipendente solo dalle posizioni: la di-
pendenza dalle velocita si tratta in modo analogo utilizzando l'invarianza
rispetto alle trasformazioni x — x + tn (moti uniformi). Data una funzione
F(x1,...,Xy), questa si pud sempre scrivere come funzione F delle variabili
(&1,...,&n), dove & =x1, & =X; — X1, j = 2...N. Precisamente si ha

F(&,.. . &n) =F(&, &+ &, .. En+ &)

L’invarianza per traslazioni
F(xi+y,....,xy+y) =F(xy,...,xn), Vy € R?,

si traduce nella relazione

F(&+y.& ... &) =F(&, &, ... EN), Vy € R?,

per la funzione F, che quindi non dipende dalla variabile x;.

c) invarianza per rotazioni nello spazio E3: se x(t) ¢ soluzione anche (Gx(t), ...,
Gxy(t)) lo &, per ogni G € SO(3) (lo spazio ¢ isotropo), e si ha la relazione

FZ'(GXh e GXN,GVl, c. .7GVN) = GFZ<X, V).

In particolare, se il sistema consiste di un solo punto, il suo moto in ogni sistema
di riferimento inerziale ¢ rettilineo uniforme, infatti per a), b) la forza non dipende
da t,x, v, quindi e costante; per c) essa e invariante per rotazioni, quindi e nulla.
Questo ci da il primo principio della Dinamica, detto anche principio di inerzia,
che era gia noto a Galileo.

1.5 Sistemi meccanici

Definizione 2. Consideriamo un insieme di N punti materiali, P;,1 = 1... N,
di masse m;, su cui agiscono delle forze F; assegnate a priori in un sistema di
riferimento 3. Diciamo che questo é un sistema meccanico classico (discreto, non
vincolato) se il moto dei punti soddisfa le equazioni di Newton (1.6). Se vale anche
il principio di relativita di Galileo parleremo di sistema meccanico galileiano.
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Facciamo alcune osservazioni:

1. il fatto che valga il principio di relativita implica che il moto del sistema puo
essere studiato in un riferimento inerziale;

2. per introdurre un sistema meccanico dobbiamo specificare un sistema di
riferimento, in quanto le forze in gioco dipendono da esso.

Nei sistemi che considereremo il principio di relativita puo essere violato. L’e-
sempio piu semplice e quello della caduta di un grave, cioe, fissato un riferimento
O e;é5€3, il moto di un punto materiale di massa m soggetto alla forze di gravita
—mges. E evidente la mancanza di invarianza per rotazione dell’equazione del
moto: la direzione della gravita e privilegiata. Questo si spiega perché il principio
di relativita vale per sistemi isolati. In questo semplice modello matematico stiamo
considerando il punto materiale in un campo di forze esterno (quello della gravita),
quindi non e un sistema isolato. Potremmo anche usare un modello diverso, piu
complesso, includendo la Terra nel sistema, ma ai fini di fare predizioni per questo
problema spesso conviene impostare il problema nel modo piu semplice.

Parleremo quindi di sistemi meccanici distinguendo tra forze interne e forze
esterne (vedi Sezione 4.2), essendo le prime prodotte dall’interazione tra i punti
del sistema.

1.6 Dinamica di un punto materiale P

Consideriamo un punto materiale P di massa m su cui agisce una forza F nel
sistema, di riferimento ¥ = O €;€,€3. Siano Xp,Vp,ap la posizione, la velocita e
l'accelerazione di P relative a ¥. Denoteremo le coordinate in R? delle rispettive
quantita con gli stessi simboli ma senza il simbolo di vettore ‘—’.

Nella descrizione del moto di P saranno utili le seguenti quantita:
QUANTITA DI MOTO (0 MOMENTO LINEARE)

p=mvp
MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A UN POLO (Q € E?
MQ: (P—Q) xm\_/’p

ENERGIA CINETICA* .
T = §m|Vp|2

4la quantith m|vp|? & stata introdotta da Leibniz con il nome di vis viva.
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MOMENTO DELLA FORZA F RISPETTO A UN POLO () € E3
Ngo=(P-Q)xF
POTENZA DELLA FORZA F
M=F-vp
LAVORO ELEMENTARE ALL'INSTANTE ¢ DELLA FORZA F(ip, Vp,t)

6L =TF - d=p

Consideriamo il caso di una forza posizionale F = F(xp). Per essa il lavoro
elementare ¢ una 1-forma differenziale su R3. Se tale forma ¢ esattaed U : R® — R
e il suo potenziale possiamo definire la seguente quantita:

ENERGIA POTENZIALE
V=-U.

Un campo di forze posizionale F = F(xp) che ammette un potenziale si dice
conservativo. In tal caso, se V(xp) € I'energia potenziale del campo di forze, si ha

5L =—VV - dxp = —dV,

e si definisce la sua
ENERGIA TOTALE
E=T+V.

ESEMPI DI FORZE CONSERVATIVE:
1) F(x) = —mges, x € R? (forza peso)

V(x) = mgx - es, VV(x) = mge; = —F(x).

2) F= f(p)%, p=|x|, x€R3 (forza centrale a simmetria sferica)

Vix) = / fP) e, YV = —f(0)Vp = —f(p)> = —F(x).

1.7 Equazioni di bilancio e leggi di conservazione

Consideriamo un punto materiale P di massa m con coordinate xp, su cui agisca
una forza F.



1.7. EQUAZIONI DI BILANCIO E LEGGI DI CONSERVAZIONE 23

Proposizione 2. Siat — xp(t) una soluzione dell’equazione di Newton F = map.

Allora valgono le relazioni
p=F, (1.8)

e, per ogni punto QQ € E3,

MQ = NQ — mvg X Vp. (19)

Dimostrazione. Basta calcolare la derivata totale di p e di Mg, cio¢ la derivata

temporale lungo una qualunque soluzione di F = map.
O

Proposizione 3. (teorema dell’energia cinetica) Sia t — xp(t) una soluzione
dell’equazione di Newton F = map. Allora

T =1I.

Dimostrazione.

Proposizione 4. Valgono le sequenti leggi di conservazione

1) se la componente di F nella direzione e € R3 ¢ nulla allora p - e si conserva
durante il moto;

2) se il momento della forza ¥ rispetto ad un polo Q) in quiete (nel riferimento
in cui si studia il moto) ha componente nulla nella direzione e allora Mg - e
si conserva durante il moto.

Dimostrazione. Basta moltiplicare scalarmente per e le relazioni (1.8), (1.9).
U

Ad esempio, per un punto materiale soggetto alla forza peso F = —mge; si
conservano p - e;,p - € e My - e rispetto ad ogni polo fisso Q.

La quantita Mg - e si chiama anche momento assiale relativo alla retta Qe =
{Q+ )€, )\ € R} (passante per () e avente la direzione di e) e non cambia scegliendo
come polo un punto qualunque su tale retta.

-

Proposizione 5. (conservazione dell’energia) Se il campo di forze F = F(xp)
conservativo, con energia potenziale V(xp), allora l'energia totale E =T +V
un integrale primo.

-
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Dimostrazione.

. ) d
T=N=F-vp=-VV-vp=-V = —(T+V)=0.



Capitolo

Sistemi di riferimento in moto
relativo

Consideriamo due sistemi di riferimento
A A A Al ~l A~
Y =0eeqe; ¥ = 0'¢)e,e)

nello spazio euclideo E®. Le terne di vettori {€;,&s,é3} e {€],¢&),e;} dei sistemi
di riferimento formano due basi B, B’ dello spazio vettoriale V2 associato ad FE3.
Pertanto, dato un vettore i € V3, esistono uniche le rappresentazioni in tali basi

Sia data una mappa
R >t t(t) € V2.

Definiamo le derivate temporali di U nei sistemi di riferimento ¥ e ¥’ come

3 3
- Z Un €, dt Z
h=1 =1

E/

2.1 Velocita angolare e formule di Poisson

Proposizione 6. Dati due sistemi di riferimento ¥ = O €1€963,%" = O'é&)€,el,

esiste un’unica mappa vettoriale R 3 t — &(t) € V3 detta velocita angolare di X'
rispetto a X3, tale che

dé;,
dt

— & x &, h=1,23. (2.1)
Le relazioni (2.1) si chiamano formule di Poisson.

25
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Dimostrazione. Considero la matrice R € SO(3) di cambiamento di base da B’ =
{€],é},,¢e5} a B = {é;,é,,€3}, con componenti Rj; = €, -¢;, 1,7 = 1,2,3. Siano
inoltre e, € R? i vettori della base canonica, che rappresentano €, nella base B
ed e}, € R? i vettori delle componenti di €}, in B. Valgono le relazioni €}, = Rey,
7 =1,2,3. 1l vettore

de),

dt |

¢ rappresentato da €}, € R? nella base B. Dalla relazione RT R = I si ottiene
¢, = RR"Re,, = RR"e), = Q x ¢},

per ©Q € R3, infatti RRT & antisimmetrica, come si vede derivando RRT = I
rispetto a t. Data una matrice antisimmetrica A, esiste un unico vettore €2 tale

che
Au = Q x u, Yu € R3.

La relazione tra le componenti di A e di €2 ¢ la seguente:

0 Q3 O
A == Qg O _Ql 5 Q - (Ql, QQ, Qg)T.
-y 0

Il vettore & = 2221 Qpé), € V3, rappresentato da € in B, ¢ la velocita angolare.
Infatti se a, b rappresentano a, b in B, allora a x b e rappresentato da a x b:

3 3 3
axb= E (ll'él' X bjéj = E aibjél- X éj =
i=1 j=1

— by
5 (2.2)
Z (aibj — ajbl)él X éj = Z(a X b)héh.
1<i<j<3 h=1

L’unicita si dimostra per assurdo. Se esistessero &y, W, che soddisfano le (2.1),
allora (W — W) x €, =0,h =1,2,3. Quindi & = Ws.
O
Esercizio 3. Per ogni & € V3 lapplicazione lineare
VEosd—axi
ha nucleo di dimensione di dispari.

Suggerimento: scrivere la matrice corrispondente a questa applicazione in una base di
cui & ¢ un elemento.
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Una formula esplicita per la velocita angolare e data da

(2.3)

infatti, usando le formule di Poisson,

3 ~
de)
~/ h
€, X
2 e |

h=1

3
=) @ x(@xe)) =) [&— (& &)8)] =2

Esempio 1. Siano ¥ = O é16563, ¥/ = 0€)é,€é} due sistemi di riferimento con

la stessa origine O. Assumiamo che ¥’ ruoti attorno all’asse Oész di X2 in modo
che i vettori €] e &, formino un angolo 6(t). Calcoliamo la velocita angolare di %'
rispetto a 3.

Abbiamo che
€] = cosfé; +sinfhey, €, = —sinfeé; + coshéy, &5 = és. (2.4)
Derivando le (2.4) rispetto a t ed applicando (2.3) si ottiene che

Q_jzeég

Velocita e accelerazione relative a riferimenti diversi

Data una mappa vettoriale differenziabile R 5 ¢ + t(t) € V3, vale la relazione
di|  du
dt|y, dt

+oxu (2.5)
2/

Dimostrazione. Osservo innanzitutto che
u= g u;€; = E U; g Rje; = g (E uiRﬂ>eJ.
i i j j i

Abbiamo quindi

5, - Sa(Sun)e - ST i) -
% J g

dt :
J

e

/ ]

J J

P

% 7

] — Al dl—i — —
—i—E uw xXe = —| +wXuU
i

2/
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Osservazione 1. Dalla (2.5) seque che la derivata temporale di & in % ed in 3
coincidono. Per questo motivo in sequito scriveremo anche & al posto di

- d&
dlﬁ

dod
dt }E €

P

Se u, u’ rappresentano le coordinate del vettore i € V2 nelle basi B =
{€1,69,83}, B = {é], &}, &}} rispettivamente, possiamo scrivere
u=Ru+wx R

dove R € SO(3), Rey, = €},.

Composizione di velocita angolari

Considero tre sistemi di riferimento in E? :
o NP I Al Al AL "o A AN A
Y =0¢eeqe3; Y =0'¢ee5e;; Y = 0"¢ejeye;.

Se &’ ¢ la velocita angolare di ¥’ rispetto a ¥ e se &” € la velocita angolare di ¥
rispetto a X', allora la velocita angolare & di X" rispetto a ¥ & data dalla somma
@+ "

Dimostrazione. Usando la (2.5) e le formule di Poisson si ha, per h = 1,2, 3,

—1 Al (=N .y N/
+&' x e = (" +&") xé.

E/

dt

Al
_dey

— /\//
W X e = =
h
. dt

Si conclude usando 'unicita della velocita angolare.

Equazione del moto in riferimenti diversi

Possiamo scrivere due formule, che legano la velocita v e I'accelerazione a di un
punto materiale P in un sistema di riferimento ¥ = O é;6,e3 a quelle calcolate
relativamente ad un altro riferimento ¥’ = O’¢e} &€}, in moto con velocita angolare

& rispetto a X, denotate con v/, @ rispettivamente.

\7 = \7/ + VT, \?T = \70/ + (:5 X (P — O/) (26)
d=a+al+a% al—dp+@x(@x(P-0)+&x(P=0"), & =2dxV
(2.7)

Per ricavare le formule precedenti scriviamo

P-0=(P-0)+ (0 -0).
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Derivando rispetto a ¢ in ¥ e usando (2.5) si ha

dP-0) _,  dP-0)

a | i |, tex =)

V = Vo +

da cui segue (2.6). Derivando ancora si ottiene®

E(P — O
at?

—

d=ap + +OXV DX (P—0)+@ X (@X(P—0"))+& x ¥,

Z/

da cui segue (2.7).
I termini a7 e a¢ si chiamano rispettivamente accelerazione di trascinamento
e accelerazione di Coriolis. Il termine & x (& x (P — O')) si chiama accelerazione

centripeta. In coordinate nella base B abbiamo

C

x = Rx +xo,
X = RX/ + XO’ + w X RX/,
%

= RX +%0 +wXx (wx RX')+w x RX' + 2w x RX'

in cui X’ = (), x4, x%) ¢ il vettore delle coordinate di (P — O’) in B'.
Se ’equazione del moto di un punto materiale P di massa m in un riferimento
O €,é,€5 si scrive
ma =F(P—0,v,t)
allora, nel riferimento O’'é)€,€}; possiamo scrivere
ma =F(P -0+ (0 —0),V +v" t) —mal —mac.
In coordinate nella base B I'ultima equazione diventa

mRxX = F(Rx'+xo, RX'+X0+wXx RX')—m(Xo+w X (wx Rx')+wx Rx') —2mw x RX'.

Esempio: deviazione dei gravi in caduta libera

Considero il moto di un punto materiale P studiato in un sistema di riferimento
solidale alla Terra, assumendo che questa abbia forma sferica e che ruoti attorno ad
una direzione fissa con velocita angolare & costante. Dato un sistema di riferimento
Y = O'zyz solidale alla Terra ’accelerazione relativa & data da

a=a—a —a“

dove
d=g adl=dp+dx(@x(P-0)), a%°=25xV.

lysiamo la relazione 4

% XV + U X %\7"2, che segue dalla (2.2).
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Inoltre ap = & X (W x (O —C)), dove C' & il centro della Terra. Siccome P —O' &
molto piu piccolo di O’ — C posso trascurare il termine & x (& x (P —O')) quindi

a=g-wx(Wx (0 -0)) -2 xV.
Poniamo
go=g—-&x(Wx (0 -0));

questo mi da la gravita locale. Possiamo orientare ' nel modo seguente: scelgo
lasse O’z lungo la direzione della gravita locale, 'asse O’z parallelo al piano del
meridiano, verso I'equatore, e ’asse O’y in modo tale che O’zyz sia levogira.

Approssimiamo la gravita locale con g. Indicando con A la latitudine di O’ e
passando in in coordinate ottengo il sistema di equazioni differenziali

T =2wsin\y, ¢ = —2wsin AT —2wcosAz, Z=—g+ 2wcos\y (2.8)
e scelgo le condizioni iniziali
2(0) = y(0) = 2(0) = #(0) = ¢(0) = 2(0) = 0.

La soluzione di questo sistema di equazioni differenziali lineari si puo scrivere
esplicitamente, comunque otterremo un risultato qualitativo facendo un appros-
simazione. Integrando la prima e la terza equazione in (2.8) e sostituendo nella
seconda si ottiene

ij = —4w?y + 2gwt cos \.

Trascurando il termine con w? e integrando si ottiene
L
y(t) = ggwt cos \.

Questa formula ci da la deviazione verso Est del grave in caduta libera.
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Moti centrali

Definizione 3. Si dice che F : R*\ {0} — R? ¢ un campo di forze centrale
con centro O se per ogni x € R\ {0} vale la relazione

X
F(x) = f(p) s (3.1)
dove p = |x].
Proposizione 7. Un campo di forze F : R3\ {0} — R? ¢ centrale se e solo se
F(Rx) = RF(x), vx € R*\ {0}, VR € SO(3). (3.2)

Dimostrazione. Se F(x) ¢ della forma (3.1) allora si verifica facilmente che vale
(3.2), in quanto si ha | Rx| = |x| = p per ogni R € SO(3), x € R3\{0}. Assumiamo
adesso che valga (3.2). Mostriamo prima che F(x) x x = 0. Dato x € R?\ {0},
per ogni R € SO(3) tale che Rx = x dalla (3.2) si ottiene

RF(x) = F(Rx) = F(x),

cioe ogni rotazione che fissa x fissa anche F(x). Per le proprieta delle rotazioni si
ha quindi
F(x) xx = 0.

Per dimostrare che F(x) = f(p) 2 per una qualche funzione f RT — R, cioeé che
il campo di forze e a simmetria sferica, basta mostrare che

Fx)-x=F(y)-y

per ogni x,y € R3\ {0} con |x| = |y|. Scelta R € SO(3) tale che Rx =y, e
usando (3.2) si ha

F(y) -y =F(Rx) - Rx = RF(x) - Rx = F(x) - x.

31
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Osserviamo che in questo caso le equazioni di Newton mx = F(x) sono in-
varianti solo rispetto ad alcune trasformazioni di Galileo, quelle del tipo g3, ma
non lo sono rispetto alle traslazioni dell’origine, che corrisponde al centro di forza.
Quindi nel caso di forze centrali non vale il principio di relativita di Galileo.

3.1 Integrabilita dei moti centrali

Considero il moto di un punto materiale di massa m in un campo di forze centrali
F(x)=f (p)%. Dalla relazione

. X
MOINOIXXJC(P);:O

abbiamo la conservazione del momento angolare My rispetto al centro di forze O.
Inoltre la forza F(x) € conservativa, con energia potenziale

VOO = V(o). Vi) = - [ flede 33)

per cui si conserva l’energia totale £ =T + V.

Definizione 4. Un sistema meccanico si dice integrabile se per ogni scelta delle
condizioni iniziali possiamo scrivere la soluzione delle equazioni di Newton a meno
di inversioni e quadrature'.

Proposizione 8. I sistema dato da un punto materiale che si muove in un campo
di forze centrali e integrabile.

Trattiamo prima il caso particolare in cui Mo = 0 e mostriamo che in questo
caso il moto si svolge su una retta passante per O. Poiché My = mx x x = 0,
possiamo trovare un vettore unitario e € R3 con

x(0) = poe, x(0) = poe.

Se t +— p(t) ¢ la soluzione del problema di Cauchy unidimensionale

mp=f(p),  p(0) = po, p(0) = po (3.4)
allora
t— x(t) = p(t)e
¢ la soluzione di mx = F(x), con dati iniziali x(0),%(0), infatti
pe

mx =mpe=f(p)=" = F(x)

Lcioe calcolo di primitive
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Quindi il moto e rettilineo e si svolge su una retta passante per O.

Osserviamo che vale anche il viceversa: se il moto avviene lungo una retta passante
per O allora x(t),%(t) sono sempre paralleli, quindi My = 0.

L’equazione differenziale in (3.4) deriva dall’equazione del primo ordine

1 1 .
5m° +V(p) = 5mpg+V(po)

che puo essere integrata per separazione delle variabili.

Assumiamo adesso che Mg # 0. Possiamo usare la conservazione del momen-
to angolare My per ridurci ad un problema unidimensionale. L’invarianza della
direzione di My implica che il moto si svolge su un piano fisso 7o che dipende
dalle condizioni iniziali: infatti la relazione

Mo - x=xxmx-x=0

ci dice che il vettore x ¢ sempre ortogonale a Mp. Possiamo quindi ruotare il
sistema di riferimento O €;é,€3 introdotto, in funzione delle condizioni iniziali,
facendo in modo che ez || Mp. Con questa rotazione il moto si svolge quindi
nel piano mp = Oé;€,. Introduciamo in questo piano delle coordinate polari p, 8,
definite da

X .
e, = — = cosfe; + sin fe,.

" p
Consideriamo anche il vettore
eg = e3 X e, = —sinfe; + cos ey
ed osserviamo che valgono le relazioni
e, = éeg, €y = —éep.
Possiamo quindi scrivere
X = pe,, X = pe, + fpey, x=(p— péQ)ep + (pf + 2p0)ey.
L’equazione di Newton, proiettata lungo e,, ey, ci da
mx -e, = f(p), mx - ey = 0. (3.5)

La seconda equazione in (3.5) rappresenta la conservazione della terza componente
del momento angolare

Moy - e3 = pe, x m(pe, + peg) - e5 = mp?é),
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infatti

+2p6) = == (mp*0).
m(pf + 2p0) Sl (mp<0)

Fissiamo un valore ¢ # 0 di tale quantita:

mp*0 = c. (3.6)
Sostituendo § = mpz nella prima equazione in (3.5) ci riduciamo al problema
unidimensionale
d 2
j=——V VO(p) =V . 3.7
mp == Ver (p), o (p) =V(p) + 2mp? (3.7)

La funzione Ve(éf) si dice energia potenziale efficace. Il sistema (3.7) ha l'integrale
primo
C . 1 . Cc
B (p.p) = 5mi® + Vi (p).

che corrisponde all’energia totale £ =T + V scritta come funzione di p, 6, p,é con
la condizione (3.6):

=m0+ v = m S
2 _ 2 2mp?

7_mp2

Bl +V(p) = EY.

mp2

3.2 Legge delle aree

Dalla conservazione del momento angolare si ha che, se My # 0, § ¢ mono-
tona, quindi puo essere utilizzata come variabile indipendente per descrivere la
traiettoria. Infatti se ¢ # 0, allora = miﬁ ha lo stesso segno di c.

Sia A = A(bp, 0) I'insieme descritto dal raggio vettore quando 1’angolo polare
passa dal valore 0y a 6. L’area di questo insieme e

0 rp(0) 1 /9
)= [ [ pagar =3 [ p@)as,
6o JO 2 6o

d 1 5, c
il — 220 =
dt#(A) 5P 5

quindi la conservazione della terza componente del momento angolare

per cui

Moy -e3 = mp29

corrisponde alla conservazione della velocita areolare, detta anche legge delle
aree.
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3.3 Formula di Binet

Consideriamo un punto materiale che si muove in un piano in cui mettiamo
coordinate polari (p, ). Assumiamo che valga la legge delle aree:

1 2'
2020 =
2/) a,

con a # 0. Queste ipotesi valgono in particolare nel caso dei moti centrali. Allora
la componente radiale dell’accelerazione ¢

. 402 (d*>1 1
x-ep = —7 (W; -+ ;) . (38)
Infatti
oy 2dp i(l)
T _pZde_ O‘de P

per cui, usando la formula X - e, = j — péZ si ottiene (3.8).

3.4 Traiettoria del moto

Fissate le condizioni iniziali x(0), %(0), per determinare il comportamento qualita-
tivo della traiettoria nel piano del moto, con coordinate polari (p, 6), si utilizzano
le leggi di conservazione

1

smp” + V) (p) = E, (3.9)

mp?0 = ¢, 5

in cui ¢, E sono i valori delle quantita conservate al tempo iniziale ¢ = 0.

Se ¢ = 0 abbiamo gia visto nella Proposizione 8 che la traiettoria e rettilinea.
Se ¢ # 0 allora possiamo descrivere la traiettoria attraverso una mappa 6 — p(0).
Dalle (3.9) si ottiene

o _ i—\/m ~ Vi (0)- (3.10)

Consideriamo il caso seguente in cui la traiettoria ¢ limitata (in questo caso si

parla di stati legati). Siano ppin, Pmas due soluzioni consecutive di Veﬂ) (p) = E,
con 0 < pin < Pmaz < 00, € tali che

d

@, A0
dpv:aff (pmm) 7é 07 dpveﬁ (pmaa:) 7é 0.
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15F

[
T

0.5

o
T

-15f

I I I I I I I
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Assumiamo inoltre che esista p € (pmin, Pmaz) CON Ve(g)(ﬁ) < F, cioe che esistano
dei moti con energia E e valori di p nell'intervallo [pmin, Pmaz)-

In questo caso, nello spazio delle fasi ridotto con coordinate (p, p) abbiamo
un’orbita periodica di periodo

Pmazx

1
T, =2m ——dp.

Nel piano del moto genericamente si ottiene una traiettoria a forma di rosetta
(vedi figura): infatti dalla conservazione del momento angolare si ha che t — 6(t)
¢ monotona. Inoltre p oscilla periodicamente tra il valore massimo p,,,, € il valore
minimo p,,;,,. Data la mappa 6 — p(6), la traiettoria della soluzione si puo scrivere

0 — (x(0),y(0)) = (p(6) cos 0, p(6) sin )

e ha la seguente simmetria:

dove
cosa —sina
sin o CcoS &

e 6y corrisponde ad un punto di inversione.
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Definiamo 'angolo di avanzamento del pericentro come

[/pm — Veé)( )dp. (3.11)

mzn

La condizione per avere una traiettoria periodica nel piano del moto e che

Al
—c Q.

Dimostriamo adesso la seguente

Proposizione 9. In generale la traiettoria e ovunque densa nella corona circolare
C = {(2,) = (pc050, pSin ) : puin < p < Pruac

Dimostrazione. Tutti i valori di p nell'intervallo [pmin, Pmaz] vengono raggiunti
periodicamente. Fissiamo una circonferenza C, centrata in O e di raggio p €
[Pmins Pmaz). Dimostriamo, seguendo [4], che in generale C, viene riempito in modo
ovunque denso.

Definiamo la mappa

gb . Cp N Cpa gb(peze) s pei(¢9+A€)

dove Af e I'angolo di avanzamento del pericentro.

Se Af/m ¢ Q allora i punti {¢™(z) }m, con z = pe', sono tutti distinti. Siccome
C), ¢ compatto c’e almeno un punto di accumulazione, quindi per ogni € > 0
esistono interi positivi n, m, con n > m, tali che

d(¢"(x), 9™ (x)) <€

Inoltre la mappa ¢ conserva la distanza tra due punti, quindi

d(¢""(x),x) = d(¢"(x), 9" (2)) <e.

posto k = n — m otteniamo una successione

z, ¢"(2), 9" (), 6™ (2), . ..

di punti distinti su C, che sono equidistanti e due consecutivi di essi distano meno
di e. Si conclude usando 'arbitrarieta di e.

O
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3.5 1l problema dei 2 corpi

Studiamo il moto di due punti materiali di massa mj, my soggetti alla loro in-
terazione mutua dovuta a forze interne di tipo classico. Le equazioni del moto
sono

mix; = Fy, moXy = Fy
dove
(1) Fj = F;(x1, %),
(ii) Fi+F;, =0,
(iii) F; xr=0, I = X; — Xo,
) Ei=f05 o=l

dove f; : RT — R, per j = 1,2.
Il cambiamento di coordinate

(x1,%2) = (X3, 1)
definito dalle relazioni
(mq +me)Xp = M1X; +MaXy, T =X; — X

disaccoppia le equazioni di Newton: si ottengono infatti le equazioni

mxp = 0, ut = F(r), (3.12)
in cul
mi1me
(r) 1(x1,x3), 1 T m=mi+ Mo

Possiamo quindi studiare il problema di moto centrale dato dalla seconda delle
(3.12) e poi ricostruire la soluzione tramite le relazioni
mo my

X1 —Xp = EI‘, X9 — Xp = —EI’. (313)

Osservazione 2. Dalle (3.13) si vede che le traiettorie nel riferimento del centro
di massa st ottengono per similitudine da quelle del moto relativo, soluzione di un
problema di moto centrale.
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Osservazione 3. Nel caso della forza di attrazione gravitazionale di Newton si ha

Fi(xq,x3) = —G|XT1222‘3 (x1 — X3), dove G ¢ la costante di gravitazione universale,
per cui, utilizzando la relazione mu = mymgy, si ottiene F(r) = —Cmuy - con
p

p =|r|. In questo modo la seconda equazione in (3.12) si scrive
r
pt = —Gmpu—,
p

che corrisponde al problema del moto di un corpo di massa pu (massa ridotta) che
st muove in un campo di forze centrali prodotto dall’attrazione gravitazionale di un
punto di massa m fisso nell’origine.

3.6 Il problema di Keplero

Tycho Brahe (1546 - 1601): misura delle posizioni dei pianeti a meno di 1 minuto
di arco (=1/60 grado) prima dell’invenzione del telescopio.

Johannes Kepler (1571 - 1630): collabora con Tycho a Praga nel 1601
LEGGI DI KEPLERO

1) i pianeti descrivono delle ellissi di cui il Sole occupa uno dei 2 fuochi;

2) il raggio vettore che congiunge un pianeta al Sole descrive aree uguali in
tempi uguali;

3) i quadrati dei periodi di rivoluzione dei pianeti sono proporzionali ai cubi

dei semiassi maggiori delle ellissi, cioe Z—S e una costante, che e la stessa per

tutti i pianeti.

In Astronomia Nova (1609) appaiono le prime due leggi. La terza si trova in
Harmonices Mundi (1619).
PROBLEMA DI KEPLERO

i) problema diretto: dato il campo di forze calcolare i moti possibili;

ii) problema inverso: dati i moti possibili calcolare il campo di forze.

Entrambi i problemi sono stati risolti da Newton (Principia Mathematica Philo-
sophiae Naturalis (1687)).
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3.6.1 Problema diretto

Posto e
k=GmM, m:#, M = mq + ms,
my + Mo

considero il moto centrale dato dalle equazioni

con p = |x|, k > 0 e con condizioni iniziali x(0) = x¢, X(0) = X,. La forza centrale
ammette ’energia potenziale

Sia c = mpzé il valore del momento angolare che corrisponde alle condizioni iniziali.
Essendo il moto centrale, si ha la legge delle aree, che rappresenta la conservazione
del momento angolare mp29 e ci da la seconda legge di Keplero.

Proiettando I'’equazione di Newton in direzione radiale e, ed usando la formula
di Binet si ottiene ’equazione per la componente radiale della forza:

dma? {di(l)g}_ k
p? Lag>\p/ " pl— p?

. 2 o
dove a@ = 5= ¢ la costante delle aree. Ponendo p = 4";‘1 e usando la variabile

u = 1/p si ottiene I'equazione lineare

1
u'tu=-=- (3.14)
p
dove l'apice ’ indica la derivata rispetto a 6. L’equazione (3.14) ha come soluzione

generale

u(0) = Acos(0 — 6y) + 1—1)

con A > 0, 6, € S*. Introducendo il parametro e = Ap si ha I’equazione di una
conica in coordinate polari?

p
= ) 3.15
P 1 4 ecos(6 — 6y) (3.15)
p, e IN FUNZIONE DI ¢, F
Dalla relazione o = 5= si ottiene subito
2
c
= —. 3.16
p=— (3.16)

Znella (3.15) il polo & un fuoco della conica
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Il valore minimo di p lungo la traiettoria definita da (3.15) ¢ dato da

p
p T e (3.17)

che ¢ un punto di inversione del moto per la variabile p, cioe

E =V (pmin) = 0, (3.18)
dove " )
V(C) - _ ¢
eff (p) P + 2mp2

e l'energia potenziale efficace del problema di Keplero. Sostituendo le relazioni

(3.16), (3.17) nella (3.18) si ha

0 - B4 koo 022 4 FPm(l+e)  mPhP(1+e)? _
Pmin  2Mpr. 2 2mct
mk*(1 +e) l+e mk*(1 — e?)
s QRN ()
* c? 2 * 2c?
da cui 5.2
2Ec
2=1 . 3.19
e R~ (3.19)

Dalla (3.19) si ottiene che

E <0 <= e<1 (orbite ellittiche),
E=0 <= e=1 (orbite paraboliche),
E>0 <= e>1 (orbite iperboliche).

Inoltre dalla relazione mk? + 2Ec* > 0 segue che non tutte le coppie (c, F) sono
ammissibili (vedi Figura 3.6.1).
PERIODO DELLE ORBITE ELLITTICHE

Sia T' il periodo di un’orbita ellittica che corrisponde ai valori ¢, E(< 0) del
momento angolare e dell’energia.

Valgono le relazioni seguenti, che legano semiasse maggiore a, semiasse minore
b ai parametri p, e e quindi ai valori di ¢, E:

p=a(l—e?), b=avl—e?

b? / b2
p=—, e=1/1—-——.
a a

per cui
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L’area dell’ellisse ¢

c
Tab = Tay/ap = ma®? ——

Vmk

e la velocita areale ¢

per cui
m2adct Am?  An’m
= a
mk 2 k
che rappresenta la terza legge di Keplero.

Se consideriamo il problema di Keplero derivante dal problema di due corpi di
massa mq, Mo si ha

T? =

mimes
m=——-, k= Gmima,
mi1 + mao

per cui k/m = G(my + my) e la costante di proporzionalita & quindi

47%m 472

k G(m1 +m2)

Se si interpreta la somma m; +ms come la massa del Sole piu quella di un pianeta
e si assume che tale somma non dipenda dal pianeta scelto allora I’errore relativo
commesso ¢ al massimo dell’ordine di 1073, cioé uguale al rapporto tra la massa
di Giove e quella del Sole.

3.6.2 1l vettore di Laplace-Lenz
L=pxMo— mk% (3.20)

Mostriamo che L ¢ un integrale primo per il moto centrale con energia poten-

ziale di Keplero V(p) = —%:

L — poO+prO—mk[%—%%(\/ﬂ)} -
= (-i—j) X (x X mv) +mv X [x X (—i—j)] — m?kv—k TZ—foéév) =
= —kp—?[(x-v)x—pgv] —m—kV+TZ—f(X-V)X:0.
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Calcoliamo adesso la norma di L.
L. L = (poo—mkf) - (poO—mkf) -
P P

k
= |poO|2—2m7poo-x+m2k2:

mk
I e

= |pl[pl*)" — (p-x)’] p [IpI?p* — (p - x)%] + m*k?,

dove abbiamo usato

pXxMp=px (xxp)=|p’x—(p-x)p,
da cui
Ipx Mol* = [pf[p|*)* — (p-x)?,
pxMo-x = [p[’»*—(p-x)°.
Usando la relazione
pXxMp -x=xxp-Mp = |Mp|* =
e 'energia cinetica 7' si ottiene quindi
k k
L L = 02<|p|2 - zm—) +m2k? = c2(2mT - 2m—> +m2k? =
P P
2 27.2 279 Ec? 272 2
= 2mEc +m°k =m’k <1+2—) =m‘k°e”.
mk?

Concludo che la norma del vettore di Lenz ¢ il prodotto di mk e dell’eccentricita
e.
Denotiamo con v ’angolo tra x e L. Si ha allora

L x pxMp-x c?
ecosyY = — - — = —1= —
k p mkp mkp
Usando la (3.16) si ottiene
1+ ecosy = b
p

e si ritrova 'equazione della traiettoria in forma polare (3.15) con l'angolo 1 al
posto di € — 6y. Ne segue che L deve indicare la direzione del pericentro, che
corrisponde a 6 = 6.
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3.6.3 Problema inverso

Se valgono le leggi di Keplero, I’accelerazione di ogni pianeta e sempre diretta verso
il Sole ed ¢ inversamente proporzionale al quadrato della distanza da esso. Inoltre
la costante di proporzionalita e la stessa per tutti i pianeti.

Il fatto che il moto sia piano e che valga la legge delle aree implica che I'acce-
lerazione sia puramente radiale.

Sostituiamo 1’equazione della traiettoria

. p
pl0) = 1+ ecosf

nella formula di Binet:

4a2[d2 (1>+1] 4a2< ecos@+1+ecosﬁ) 402 1
a-e,=——|—|(— - == — -

8 p* Ld6?\p/ ~ p p? p p p P
Quindi 'accelerazione radiale e inversamente proporzionale al quadrato della di-
stanza dal Sole e la costante di proporzionalita & —4a?/p.

Scegliamo un’orbita ellittica. Siano 7', a, b periodo e semiassi maggiore e minore

di quest’orbita. Usando la formula o = “T“b e la relazione tra il parametro p della
conica ed i semiassi a,b si ottiene
402 47m%a®b? a ,al
= — =4r"—
P T2 b T2

che per la terza legge di Keplero e la stessa costante per ogni pianeta.

Vedremo nella Sezione 3.7 che solo due tipi di forze centrali, quelle dell’oscilla-
tore armonico e del problema di Keplero, sono tali che tutte le orbite limitate con
momento angolare non nullo sono periodiche.

3.7 Teorema di Bertrand

In [7] J. Bertrand espone il seguente suggestivo risultato:

‘Parmi les lois d’attraction qui supposent ’action nulle & une distance infinie, celle
de la nature est la seule pour laquelle un mobile lancé arbitrairement avec une vitesse
inférieure & une certaine limite, et attiré vers un centre fixe, décrive nécessairement
autour de ce centre une courbe fermée. Toutes le lois d’attraction permettent des orbites
fermées, mais la loi de la nature est la seule qui les impose.’ 3

Diamo un enunciato piu formale:

3Tra le leggi di attrazione che assumono azione nulla a distanza infinita, quella della natura
¢ la sola per la quale un corpo, lanciato arbitrariamente, con una velocita inferiore a un certo
limite, e attirato verso un centro fisso, descrive necessariamente attorno a questo centro una
curva chiusa. Tutte le leggi di attrazione permettono orbite chiuse, ma la legge della natura ¢ la
sola che le impone’.
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X

Teorema 1. (Bertrand) Se ho un campo di forze centrale attrattivo F(x) = f (p);,
p=|x|, con f: RT — R analitica ed f(p) < 0, tale che tutte le orbite non rettilinee
e limitate stano chiuse, allora

f(p)=——  oppure  f(p)=—Ap

per una costante A > 0.

Dimostrazione. Essendo la forza attrattiva, una traiettoria rettilinea deve per forza
passare per l'origine, quindi se considero traiettorie non rettilinee queste hanno
necessariamente momento angolare non nullo.

Dalla formula di Binet si ha

K[ d? (1 1 9
flp)=—=|-5(—-]+- = dmc’.
(p) 5 { 02 ( ) } con k me

Quindi ¢ = k/y/m. Ponendo z = 1/p e ¢(z) = —p*f(p)| =1/ si ottiene

d?z

Moltiplicando per % ed integrando rispetto a 6

dz\" 1
(@) +22—Ew(z)—h:0

per una costante h, con w(z) =2 [(z)dz.
Ricaviamo la relazione che lega h, k? all’energia E. Dalle relazioni

1 /1 1 1 1
w2 5y [(a(t) - (2.
z z z z z
con —V4V(p) =F(x) e
%2:il2:_i@2:i@2 COD@ZB:'2_m
a9 a9 \ 2do| — A \da) a0 ¢ P
si ottiene
Osserviamo che I'ipotesi che la forza sia attrattiva implica ’esistenza di orbite

circolari di raggio z. per ogni scelta di z. > 0: infatti queste corrispondono ad
2
equilibri del sistema newtoniano %% = ¢x(z) con ¢(z) = 5(z) — z e per ogni
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2. > 0 possiamo trovare k tale che ¢y (z.) = 0. In particolare si ottiene che I'insieme
delle orbite limitate non & vuoto.*

Mostriamo adesso, seguendo [1], che se tutte le orbite non rettilinee e limitate
sono chiuse possiamo trovare un intervallo aperto non vuoto di valori di z corrispon-
denti ad orbite circolari stabili.> Data un’orbita circolare con z = z., se ¢ (2.) < 0
questa ¢ un minimo non degenere dell’energia potenziale V(z) = — [ ¢p(2)dz e
I'orbita circolare e stabile. Nell’ipotesi che tutte le orbite non rettilinee e limitate
siano chiuse non ¢ possibile che ¢} (z.) > 0 oppure che ¢} (z) sia identicamente nul-
la in un intorno di z.. Infatti nel primo caso, analizzando il comportamento della
separatrice instabile del sistema % =, g—z = ¢r(z), si dimostra che c¢’¢ un’orbita
limitata asintotica all’equilibrio z., che quindi non puo essere chiusa. Nel secondo
caso, per lanaliticita si ha ¢} (z) =0 e dunque

V() =k, Yz)=k2+A(A>0), ) =57
In questo caso esistono orbite non rettilinee limitate che non sono chiuse, infatti

la forza efficace risulta semplicemente f.(p) = —p% e lenergia potenziale efficace

e Vo(p) = —%. Quindi se E' < 0 le orbite sono limitate e doppiamente asintotiche
all’origine.

Infine, se z. € uno zero isolato di ¢} (z) si puo prendere un valore di Z. vicino a
2. corrispondente ad un’orbita circolare con ¢} (Z.) < 0.

Osserviamo che le equazioni

(bk(z) =0, (b;(z) =0,

non possono essere soddisfatte per valori (z, k) che formano un continuo. Infatti,
dalla definizione di ¢, in tal caso si avrebbe

P(z) _ 1

Y(z) 2

che integrata ci da ¢ (z) = Az, con A > 0. Ma allora ¢ (2) = # — 1, per cui se &
nullo per una coppia (k, z.) allora & identicamente nullo.

Quindi, in virtu delle ipotesi fatte, possiamo trovare un intervallo aperto non
vuoto di valori di 2z corrispondenti ad orbite limitate, che in alcuni casi sono orbite
circolari stabili. Queste orbite corrispondono a certi valori di k2, h e quindi di ¢, E:

4In realtd per quanto segue basterebbe l'ipotesi che f(p) assuma dei valori negativi. Se
f(p) > 0 per ogni p allora non ci sono orbite limitate, quindi qualunque funzione f : RT — R
analitica e positiva soddisfa le ipotesi del teorema.

5Diciamo che l'orbita circolare di raggio z. & stabile se z. & un punto di equilibrio stabile di

e e
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per ciascuna di queste chiamiamo o = z,in, 8 = Zmae 1 valori minimo e massimo
di z, che corrispondono a tali valori degli integrali primi ¢, E.

Abbiamo quindi che, Ve, £ in un intervallo aperto non vuoto J, con 0 < a < f3,
I’angolo di avanzamento dal pericentro all’apocentro e dato da

Al =

/5 dz
a \/h+ Hw(z) — 22

Poiche le orbite considerate sono chiuse, si deve avere Af = qm, con q € Q.
Calcoliamo la relazione che lega h, k? ad «, 3. Osservo che questi ultimi sono
valori di inversione, quindi

h+%w(a)—oz2:o, h+%w(ﬁ)—ﬁ220,
da cui
1 BPear atw(d) - Ful)
P w(@) —w(a) w(B) —w(a)
Otteniamo che deve valere la relazione
qm = I(a, B) (3.22)
con
/" w(f) —w(a)
Henf) = /a Vatw(B) — fw(a) + (82 — a?)w(z) — 2(w(B) — w(a))d; "

per ogni o, 8 € J, con 0 < a < 3, quindi ¢ deve essere costante poiche Q € un
insieme totalmente sconnesso.

Selezioniamo in due passi i potenziali ammissibili, che soddisfano (3.22). 1l
primo passo consiste nel considerare traiettorie con «, 3 molto vicini e passare al
limite per f — «a. Consideriamo un valore di @ € J e poniamo S = «a + u,
z = a+y. Calcoliamo lim,_,¢ I (o, @ + u) tramite la formula di Taylor:

w() — wla) = w'(a)u+ gu'(0)u? + ofu?),
inoltre
0w(B) — Bw(a) + (5 — a?)u(z) — 2(w(B) ~ w(a)) =
= ?w(B) ~ Fu(a) + (5~ o) |w(o) + u(a)y + Su’()y” +ofy?)| ~
(0 + 20y + ) (w(B) ~ w(a) =
= (8 - )@y + o (@)y?] ~ Gay + ) () — w(a)) + ofu?) =
= (u— yuy(/(a) — aw'(a)) + o(u’).
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Ottengo quindi che

Iim I(a, 0 +u lim(1+ o(1 / S

u—0 ( )= \/w — aw" () “HO( (1) 0 uy — y?
m/w’(a)

\/w ) — aw"(a)’

infatti, usando il cambio di variabili x = \/uy — y2, si ha

w’(a)

[ - /upm /@

In particolare 'ultimo integrale ¢ indipendente da u. Elevando al quadrato si
ottiene che w deve soddisfare ’equazione differenziale

aw”(a) + (1 — ¢®)w'(a) = 0. (3.24)
Ricordando la definizione di w(z) si ottiene I'equazione a variabili separate
@20 () + (1= (=) = 0. (3.25)
Se ¢* = 1, dalla (3.25) si ha ¢(2) = A e dunque
w(z) = 2Az + B, (3.26)

con A, B costanti di integrazione (A > 0). Se ¢? # 1, ponendo o = 1/¢? abbiamo
log ) = log 277 4 log A, A>0
e, passando agli esponenziali, ¥(z) = Az!79, per cui

2A

24+ B BeR 3.27
5% B €R, (3.27)

w(z) =

che per o = 1 si riduce alla (3.26). Secondo passo: sostituendo I’espressione (3.27)

di w(z) con B =0 in (3.23) si ha
\/ﬁ
7 —a dz. (3.28)
\/QZBQ o /82612 o + (/82 _ a2)22—0' _ 22(/82—0' _ aQ—U)
A questo punto passiamo al limite per « — 0, # — 1 in (3.28). Distinguiamo

due casi: a) 2—0 > 0; b) 2—0 < 0.5 Nel caso a), usando la sostituzione ¢ = 27/2,
otteniamo

‘”_/ W /mdffgz:‘f”’

60sservo che in entrambi i casi «, 8 possono assumere tutti i valori reali con 0 < o < < 1.
Infatti, posto V(z) = — [ ¢p(2)dz = 22 [l - AZ—:Z)] e scelti arbitrariamente o, 8 con 0 < a <

27 R2(2
B < 1, possiamo trovare dei valori di k2, h tali che «, 8 siano zeri consecutivi di £ — V().
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quindi ¢ =1, ¥(2) = A ed f(p) = —A/p*. Nel caso b) invece

/1 dz T
m = = -,
a 0 \/1—22 2

quindi ¢ = %, ¥(2) = Az ed f(p)

= —Ap.

49
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Capitolo 4

Dinamica dei sistemi di N punti
materiali

Consideriamo un sistema di punti materiali P; di massa m;, ¢ = 1,.., N, su cui
agiscono le forza ﬁz nel sistema di riferimento ¥ = O €,€,€3. Siano X;,V;,a; la
posizione, la velocita e l'accelerazione di P; relative a ¥ e x;,v;,a; € R3 le loro
coordinate. Introduciamo le seguenti quantita, utili a descrivere la dinamica degli
N punti nel loro insieme:

QUANTITA DI MOTO TOTALE (MOMENTO LINEARE)

N N
p= E P; = E :mjVj
j=1

j=1
MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A UN POLO ()

N

Mg =Y (P — Q) x m;¥;

J=1

ENERGIA CINETICA
1 N
= |12
T=35 > mlv|
j=1
RISULTANTE DELLE FORZE F]
N
j=1

MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE Fj RISPETTO A UN POLO Q

N

Nog=) (P —Q) xF,

j=1

o1
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POTENZA RISULTANTE DELLE FORZE F;

4.1 Teoremi di scomposizione relativi al baricen-
tro

Introduciamo la massa totale v
m = Z mj
j=1
e le coordinate del baricentro xp € R?, definite da

N

m(B—0) =Y m;(P;—0). (4.1)
j=1
Definizione 5. Dato un sistema di N punti materiali e fissato un sistema di

riferimento Y, il riferimento del baricentro ¢ il sistema di riferimento ¥p
centrato in B ed orientato come .

RAPPRESENTAZIONE DELLA QUANTITA DI MOTO
Dalla (4.1) segue subito che la quantita di moto totale corrisponde a quella di
un punto avente massa totale m, che si muove come il baricentro del sistema:

N
p= ijvj =mvp. (4.2)

j=1

Proposizione 10. (teorema del centro di massa) Il baricentro di un sistema di N
punti st muove come un punto materiale di massa m su cui agisce la risultante R
delle forze che agiscono sui singoli punti:

map = R. (43)
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Dimostrazione. Sia t — (x1(t)...xy(t)) una soluzione delle equazioni di Newton
(1.6). Derivando (4.2) si ottiene

N N
mapg = E m;a; = E F;.
Jj=1 Jj=1

SCOMPOSIZIONE DEL MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A UN POLO Q
Il momento angolare totale rispetto ad un polo @) € E3 si pud scomporre come
somma di due componenti

N
My = (xp — xg) x mvpg +MP — MPB) = Z(Xj —xp) xm;(v; —vg). (4.4)

j=1

La prima corrisponde al momento angolare rispetto a ) di un punto di massa m
che si muove come il baricentro del sistema. La seconda corrisponde al momento
angolare nel sistema nel riferimento del baricentro e non dipende dalla scelta del

polo Q.

Dimostrazione.
N N
MQ = E '—XB)XTTL]'V]'—|— E (XB—XQ)ijVj:
Jj=1 Jj=1
N
= E X; —Xp) X m;vj + (Xp — Xg) X mvpg.
J=1
Inoltre
N N
E X; — Xp ijVB—E mj(x; —xp) X vg = m(xp — xp) X vg = 0,
Jj=1 7j=1

da cui segue la (4.4).
U

Osservazione 4. Se scriviamo Mg nel riferimento del baricentro il primo addendo
in (4.4) si annulla. Quindi in tale riferimento il momento angolare non dipende
dalla scelta del polo.
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SCOMPOSIZIONE DEL MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE RISPETTO A UN
POLO ()

Il momento risultante delle forze rispetto ad un polo ) € E? si pud scomporre
come somma di due componenti

N
Ng = (xp —x0) x R+ NP N =3 "(x; — xp) x (F; —mjap) (4.5

J=1

la prima corrisponde al momento rispetto al polo () della forza risultante R agente
su un punto di massa m che si muove come il baricentro B del sistema. La seconda
corrisponde al momento risultante delle forze nel riferimento del baricentro e non
dipende dalla scelta del polo Q.

Dimostrazione.
N
N, = Z x; —xp) X F; +Z (xp —x0) X F; =
N
= Z —XB XF _'_(XB_XQ) x R.
Inoltre
N
Z( xm]aB—ZmJ B) X ap =m(xp —xp) Xag =0
j=1

da cui segue la (4.5).
0

Osservazione 5. Se scriviamo Ng nel riferimento del baricentro il primo addendo
in (4.5) si annulla per la Proposizione 10. Quindi in tale riferimento il momento
risultante delle forze non dipende dalla scelta del polo.

SCOMPOSIZIONE DELL'ENERGIA CINETICA
L’energia cinetica del sistema si puo scomporre come somma di due componenti

1 1
T = §m|vB|2 + 5 ij(vj —vg)- (v —vp) (teorema di Konig).  (4.6)

la prima corrisponde all’energia cinetica di un punto materiale di massa m che si
muove come il baricentro del sistema, la seconda corrisponde all’energia cinetica
del sistema nel riferimento del baricentro. Questo risultato ¢ noto come teorema
di Konig.
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Dimostrazione.

N N N
1 1
=3 > mi(vi—ve) - (vi—ve)+ Y _mivp- (v —vp)+ Q(Z m;)Vp - Vp.
j=1 j=1 j=1

Inoltre il secondo addendo a destra ¢ nullo. O

4.2 Forze interne e forze esterne

Scomponiamo la forza F; che agisce sul punto P; come somma vettoriale di 2

contributi: F; = 13@('1) + ﬁEE) I vettore ﬁgl) si chiama forza interna ed ¢ la
somma delle forze che gli altri punti del sistema esercitano su FP; ].*?‘Z(E)

delle altre forze e si chiama forza esterna.

Assumiamo che FEE)

¢ la somma

= FP(x;,¥,,1), ciot dipende solo dallo stato del punto

P;.
Ipotesi sulle forze interne (forze di tipo classico):
N
=(1 =(1) /=
B B0 )= 3 B, 07
j=1
Jj#i
cioe le ﬁgl) sono puramente posizionali e sono somma vettoriale di interazioni a

due corpi. Inoltre assumiamo che valgano le seguenti proprieta:

1. F1]+sz :O, \V/Z,j,

2. Fij X Fij = O, con Fij = )_éz —ij,
F..o— f.(p.) 5 = |F.

3. Fi; = f”(,ow)pij, con p;; = |Ty| .

Osserviamo che si ha f;; = fj;.

Osservazione 6. Queste ipotesi sulle forze sono caratteristiche della Meccanica
Classica: la proprieta 1. corrisponde al principio di azione e reazione.
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Con queste ipotesi si dimostra che la risultante e il momento risultante delle
forze interne (rispetto a qualunque polo @) sono nulli. Infatti

i=1 i=1 j=1 1<i<j<N
Ji
N N N
Ny = S (p-QxF'=3"3"(n-Q) xF; =

i=1 i=1 j=1

i#i

= ) (P-QxF;+(P-Q) xFu= Y (P-P)xF;=0.

1<i<j<N 1<i<j<N

4.3 Le equazioni cardinali
BILANCIO DEL MOMENTO ANGOLARE

Mg =Ng —vo X p (4.8)
Dimostrazione. Basta derivare la formula che definisce M. O

Con le ipotesi sulle forze interne fatte nella sezione precedente, le relazioni
(4.3), (4.8) si possono scrivere

p R(E)
. . 4.

Le (4.9) si chiamano equazioni cardinali della dinamica.

4.4 Sistemi di forze equivalenti
Consideriamo due sistemi di forze applicate:
F - {(ﬁ17 Pl) o (f‘mu Pm)}7 g == {(éb Ql) o ((_jm7 Qm)}

Definizione 6. F ¢ G si dicono equivalenti se hanno la stessa risultante e lo stesso
momento risultante rispetto ad un polo O qualunque.

Notiamo che se i sistemi F e G hanno la stessa risultante (f{f = ﬁg) e lo stesso
momento risultante delle forze rispetto a un polo O fissato (N7 = NY), allora i



4.5. SISTEMI CONSERVATIVI o7

due sistemi hanno lo stesso momento risultante rispetto ad un qualunque polo O’:

N}—/ = th— XFh_NO (O_O/)Xﬁ]-':

= N{+(0-0)xRI=> (Qu—0) x Gy =N,

k=1

Proposizione 11. Ogni sistema di forze applicate F = {(Fy, P,) ... (Fp, Py} ¢
equivalente ad un sistema costituito da una forza applicata ad un punto qualunque
Q, e da una coppia di forze, dipendente dalla scelta di ().

Dimostrazione. Sia R = > F; la risultante delle forze ed N = Y(P—Q) % F;
il momento risultante rispetto ad un polo fissato @ € E3. Considero il sistema di
forze

g = {<]§'7 Q)7 (157 Ql)? <_f‘7 Q2)}
con Qp, Qs € B3, F € V3 scelti in modo che il momento della coppial (Q; —Qs) x F

sia uguale a 1<IQ. Si verifica facilmente che G & equivalente a F.
]

Osserviamo che nelle equazioni cardinali (4.9) appaiono solamente la risultante
ed il momento risultante delle forze (esterne), quindi considerando un sistema
equivalente di forze otteniamo le stesse equazioni differenziali.

ESEMPIO: consideriamo il caso della forza di gravita

F = {(Fiapi)}izl...Na F; = —m;ges.
Il sistema di forze F & equivalente a ¢ = {(R, B)} formato da un’unica forza
R = —mgeés applicata al baricentro B del sistema, infatti il momento risultante
delle forze di gravita rispetto al baricentro e nullo.

4.5 Sistemi conservativi

Proposizione 12. Le forze interne di tipo classico ammettono ’energia potenziale

d
VOx) = Y Vi(py), con %Vb(%) = —fij(pij) (4.10)
i

1<i<j<N

Tl momento di una coppia di forze non dipende dalla scelta del polo, infatti

Q- Q) xF—(Q2- Q) xF=(Q —Qs) xF, vQeE.
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Dimostrazione. Dalla relazione f;; = f;; segue che V;; e Vj; possono differire solo
per una costante additiva. Si ha quindi

N
kaV(I) = Z Vi, Vi = Z Vi, Vii
1<i<j<N i=1
i#k
N N
AV Tii (I
= D Vs = — Y fu—r = —F
P dpri ok ; Ji Pki k
i#k i#k

O

Osservazione 7. Possiamo anche assumere che Vi; = Vj;. In questo caso si ha

Osservazione 8. La funzione

N
Vi) =Y Vig(owy)
iz
soddisfa la relazione
Fk - —kaVk(I),

ma la somma E]kvzl V;C(I) non va bene come energia potenziale delle forze interne,
perché ci da un contributo doppio delle forze.

Introduciamo la potenza delle forze interne e esterne, denotate rispettivamente
con

N N
O =S F0.y, =3 F g,
j=1 j=1

Con questa notazione si ottiene
=19 + 0.
Abbiamo la seguente

Proposizione 13. (teorema dell’energia cinetica) Siat — x(t) = (x1(t) ... xn(t)))
una soluzione delle equazioni di Newton (1.6). Allora

T =11
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Se le forze interne sono di tipo classico, con energia potenziale V), allora

d

dt(TJrV Ny =1®), (4.11)

Dimostrazione.

N N
H:ZFj-vj:ija]-vj 2dt<zvj VJ): '
j=1 j=1

Siccome le forze interne ammettono 'energia potenziale V() abbiamo

d N N
%V(I) _ Z inV(I) vy = — Zﬁ(l _H(I)’
=1 i=1
da cui segue (4.11). O

Definizione 7. La forza F; che agisce sul punto P; si dice conservativa se ¢

puramente posizionale, cioé F; = F;(x), e se esiste una funzione scalare V;(x)
tale che Fj = =V V.

Definizione 8. Un sistema meccanico di N punti materiali si dice conservativo
se le forze ﬁj che agiscono sut punti P; sono puramente posizionali e se esiste una
funzione scalare V(x) tale che F; = =V, V, per j = 1...N. La funzione V si
chiama energia potenziale del sistema.

Osservazione 9. Nei sistemi conservativi le forze agenti sui singoli punti si pos-
sono ricavare dall’unica funzione scalare V. Si dice anche che il sistema ammette
potenziale monogenico.

Se le forze esterne ]?g )

V;(x;) tale che ng) = —Vy,V;) allora la funzione

sono tutte conservative (quindi F B — FEE)( x;) ed esiste

N

VE(x) =) Vi(x))

j=1

soddisfa
F") = v, v®  j=1..N

In questo caso introduciamo l’energia potenziale del sistema
V(x) =V (x) +VF(x)
e la sua energia totale

E(x,%) = T(x,%) + VD (x) + VP (x).
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Proposizione 14. (conservazione dell’energia) L’energia totale di un sistema
di N punti materiali soggetto a forze interne di tipo classico e a forze esterne
conservative St cOnserva.

Dimostrazione. Usando la (4.11) si ha

d d

(T + VD L yE)Y = 118 VE =
dt( + + ) + 7 ;

infatti

N N
SV SV oy = SR v = ),
=1 =1

4.6 Similitudine meccanica

Se le forze sono conservative, in alcuni casi e possibile ottenere informazioni sulle
soluzioni senza risolvere le equazioni del moto, tramite considerazioni sul riscala-
mento delle masse, del tempo e delle posizioni dei corpi. Mostriamo qui alcuni
esempi dell’uso di tale procedimento nel caso di un solo punto materiale: questo
puo essere facilmente generalizzato al caso di piu punti.

Esempio 2. (riscalamento di massa e tempo)

Se la curva t — x(t) soddisfa ’equazione differenziale
2

d
mﬁx(t) = -VV(x(t)), (4.12)

allora, scelti 7 # 0, u > 0 e posto m; = um, la curva

] — Xl(tl) = X(tl/T)

soddisfa
d? L
mld_t%)q(tl) = —;VV(xl(tl)),
infatti L d P L P
d—tlxl(tl) = ;%x(tl/ﬂ, d—t%Xl(tl) = ﬁ@x(tl/r).
Se assumiamo che
p=r"

allora la curva t; — x;(t1), che corrisponde a t — x(t) col riscalamento del tempo
t; = 7t, risolve un’equazione simile a (4.12), ottenuta riscalando la massa tramite
la relazione m; = um.

Per 'esempio successivo ci servono i seguenti risultati.
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Definizione 9. Una funzione f : U — R, U C R" aperto, si dice omogenea di
grado « se si ha
f(Ax) = A f(x) VYA > 0,VxeU (4.13)

Teorema 2. (Eulero) Sia f: U — R omogenea di grado . Allora
x-Vf(x)=af(x). (4.14)

Dimostrazione. Basta derivare 'equazione (4.13) rispetto a A e valutare 1’equazio-
ne che ne risulta per A = 1.
O

Proposizione 15. [l gradiente Vf di una funzione omogenea f di grado o é
omogeneo di grado o — 1:

V() = AV (%),

Dimostrazione. Verifichiamo questa proprieta per le derivate parziali:

oV C VA(x+Le)) — V(Ax)
Oe; (Ax) = /111—% ; h -
— lim A HV((x+ Rei) —V(x)] a,lé‘_V<X)
h—0 h/\ de;

Esempio 3. (riscalamento della lunghezza con potenziali omogenei)

Consideriamo un campo di forze conservativo con energia potenziale V. Assu-
miamo inoltre che V' sia omogenea di grado «. Per la Proposizione 15 il gradiente
VV & omogeneo di grado o — 1. Assumiamo che la curva t — x(t) soddisfi

I’equazione
2

d
mﬁx(t) = -VV(x(1)) (4.15)
e consideriamo la curva
t— x1(t) = Ax(t), A > 0.
Quest’ultima risolve 1’equazione

d? d?
mﬁxl(t) = m)\@x(t) = -AVV(x(1)) (4.16)

= “AOVV(Ox(t) = —ATOVV (x4 (1)).
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Scelto 7 # 0, consideriamo la curva
t1 — X2<t1) = X1<t1/7'> = )\X<t1/7'>.

Dalla (4.16) e dall’esempio precedente si ottiene

d2 m d2 2—« )\2—04
md—t%Xg(tﬁ = ﬁﬁxl(tl/ﬂ = — -2 VV(Xl(tl/T)) = — -2 VV(XQ(tl))
Quindi, se
N =72 (4.17)

tutte le orbite riscalate risolvano la stessa equazione differenziale (4.15).

Osservazione 10. Se a = 2 (caso dell’oscillatore armonico) dalla (4.17) si ha
7% =1 per ogni A > 0. Se abbiamo un’orbita periodica x,(t) di periodo T allora
esiste tutta una famiglia a 1 parametro di orbite {Ax,(t)}, A > 0 che hanno lo
stesso periodo.

Osservazione 11. Se o = —1 (caso del problema di Keplero, vedi Sezione 3.6),
dalla (4.17) si ha 2 = N, Se x,(t) ¢ una soluzione periodica, cioé un’orbita
ellittica, di periodo T allora la famiglia a un parametro {\x,(t/7)}, con 7> = X3,
risolve la stessa equazione. Il rapporto tra i periodi di due soluzioni \ix,(t/T1),
XX, (t/T2) di questa famiglia é

Ton (A 3/2 (a 3/2 1s)
Ty B T2 B A2 B %) ’ '
dove ay, as sono i semiassi maggiori delle 2 orbite. La relazione (4.18) corrisponde
alla terza legge di Keplero.
Esempio 4. (trasformazioni di scala generali con potenziali omogenei)
Pit in generale posso considerare trasformazioni di scala

t— t; = T1t, X — X1 = AX, m — mp = pum.

Se x(t) soddisfa (4.15) con V omogenea di grado «, allora x;(t;) = Ax(t1/7)
soddisfa

2

mld_t%)q(tl) = —VV(xi(t))

solo se
PN =12, (4.19)
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4.7 Alcuni risultati sul problema degli N corpi

Consideriamo N punti materiali P, ... Py di masse my ... my soggetti soltanto alla
loro interazione mutua, dovuta a forze interne di tipo classico. Sia V(x;...xy)
I’energia potenziale di tali forze, per cui il moto dei punti soddisfa le equazioni

mjj'cj = —ijV(Xl c. XN).

Introduciamo il momento di inerzia del sistema rispetto al baricentro xp:

N
I(Xl .. .XN) = Z’rI’L2|XZ — XB|2.
i=1

Dimostriamo che il momento di inerzia si puo scrivere in termini delle distanze
mutue tra i punti:

Proposizione 16. Vale la sequente formula

1
I= Zm,|xl —xglP=— mim;|x; — x;|°. (4.20)
m 1<i<j<N
Dimostmzione
N N

me]\xz x;|* = szima‘(|xz‘\2+|Xj\2—2Xz"Xj) =

i,j=1 =1 j=1

1<j j#i

= —Zm, m —m;)|x;|* + Zm] m —m;) |X]|2 Zm,m] X; - X;)
12;5]1

N
= mZmﬂxz Zm2|xl|2 Zm,m] X; - X;)
i=1

i,j=1

i#j

N N
= mZmi|Xz~|2 - Z mim;(X; - X;).
i=1 ij=1
Inoltre

N N | X | X
2 _ _
E mi|x; — xp|° = g m; (xi - — E mjxj> . (XZ- - — g mhxh> =
— — m = m 4
m;m; m;
2 7 g
= g my|x;|° — 2 E Ix; - x; + E g mmpX; - Xp, =

= Zml|xz ——me] 'Xj)+%zmimj(xi'xj)'

i,j=1 i,j=1
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O

Osservazione 12. [l risultato precedente é utile per interpretare alcune questioni
sul moto degli N corpi in termini del moto delle distanze mutue (vedi Lagrange

1772, Albouy 1991).

A meno di applicare una trasformazione galileiana, possiamo assumere che il
baricentro degli N punti sia fermo nell’origine: xp = 0. Dimostriamo la seguente

Proposizione 17.

N
f:4T+QZFZ--xZ-

i=1

Dimostrazione. Basta derivare due volte I(x; ...Xy) rispetto a t ed usare le equa-
zioni di Newton:

N N N
1=1 1=1 i=1
U

Corollario 1. (identita di Lagrange) Se le forze sono conservative e [’energia
potenziale V' é omogenea di grado o« allora

f:4T—2Z§V-xi:4T—2aV:4E—2(a+2)V,
X

cioé I dipende solo dalla posizione dei punti e dall’energia totale E.



Capitolo 5
Il corpo rigido

Introduciamo le proprieta cinematiche e dinamiche dei corpi rigidi, nel caso discreto e
continuo. Trattiamo in particolare la descrizione di Poinsot del moto di un corpo rigido
con un punto fisso O nel caso in cui il momento delle forze esterne ripetto ad O sia nullo
(moti per inerzia).

5.1 Corpi rigidi discreti

Un corpo rigido, denotato con € , e un sistema di N punti materiali P, ..., Py
che mantengono invariate le loro distanze mutue durante il moto.

Fissato un riferimento ¥ = O €,€s€3, i punti P; sono individuati dai vettori
P; — O, con coordinate x; nella base {€;,€;,€3}. Le distanze mutue

pij(Xi, X5) = x5 — x| = ¢y, i,j=1,..,N.

tra i punti di € sono costanti.

ESEMPIO: due punti materiali vincolati rigidamente che si muovono in R?.
L’insieme delle configurazioni ammissibili formano una sottovarieta C C RS di

dimensione 5. Infatti le configurazioni ammissibili (x1, x3) € R? x R3 sono definite

da ¥(xy,x2) = 0, con

U(x1,Xg) = |x2 — x| — 2, > 0.

Poniamo x; = (x1, 41, 21), Xa = (X2, Y2, 22). 11 vettore

&(Xl,XQ) =2((z1 —22), (1 — Y2), (21 — 22), (x2 — 1), (Y2 — Y1), (22 — 21))

¢ non nullo nei punti (x;,x2) tali che ¥(x;,x2) = 0. Ne segue che I'insieme

C = {(x1,%2) € RS : U(xy,x,5) =0}

65
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¢ una sottovarieta di R% di dimensione 6 — 1 = 5.
Quindi il vincolo di rigidita, almeno in questo semplice caso, € olonomo.

Definizione 10. Diciamo che un sistema di riferimento ¥’ = O'é|€,¢€, é solidale

al corpo rigido € se i punti P; del corpo hanno tutti velocita nulla rispetto a ¥,
cioe se le coordinate di tutli i punti P; sono costanti in X'.

Costruiamo esplicitamente un sistema di riferimento solidale.

Se tutti i punti di € sono allineati ne prendiamo due, P; e P, e poniamo
O' =P, & = (P,— P)/p, & € &, & = &, x &,. Le coordinate di ogni altro
punto P; di € sono determinate univocamente dalle costanti c;;, ca;.

Se esistono tre punti, Py, P,, P3 € € non allineati poniamo O' = Py, €| =
(Py — Py)/p1a, €, € w(P1, P, P3) (il piano generato dai tre punti) con &, € & e
(P; — Pp) - €, > 0. Infine &; = & x é&,.

Osserviamo che le coordinate di ogni altro punto P; del corpo sono costanti'
nel riferimento ¥’ = O’¢e|e,e;. Quindi ci basta conoscere la posizione di Py, Ps, Ps
per determinare quella degli altri punti del corpo.

Proposizione 18. Se € ha almeno tre punti non allineati, le configurazioni
possibili formano una sottovarieta C di R3N diffeomorfa a R® x SO(3).

Dimostrazione. Sia ¥’ = O'¢€| €€} un riferimento solidale a € , costruito ad esem-

pio come descritto sopra con tre punti del corpo non allineati.

Dato che le coordinate x’; dei punti P; sono costanti in ¥', assumendo queste
note a priori, per determinare le coordinate dei punti del corpo in 3 ci basta
determinare la posizione del sistema di riferimento Y’ rispetto a X. Questa ¢
determinata una volta note le coordinate dell’origine O’ ed i coseni direttori R;; =
€ - €; dei versori €}, €, &, rispetto a €;,€,,€3. Per le proprieta degli €, &; la
matrice R = (Rj;) € ortogonale.

Definiamo quindi una mappa

¢ :R® x SO(3) — R
tramite
¢(XO’, R) = (XO’ + RXll, o X0 + RXEV) (51)

Nella (5.1) xo descrive le coordinate di O' — O nella base B = {é1,é,, €3},
X}, h = 1...N sono le coordinate (costanti) dei vettori P; — O nella base B’ =

!Osserviamo anche che le coordinate di ogni altro punto P; (j > 4) del corpo non sono
univocamente determinate dalle costanti c;j, caj, ¢35 in quanto l'intersezione non vuota delle 3
sfere di centro P; e raggio ¢;;, ¢ = 1,2,3 da luogo genericamente a due punti. Comunque, note
le coordinate x;- dei punti P; in ¥’, la continuita del moto dei P; implica che le loro coordinate
in ¥’ siano costanti nel tempo.
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{€], e}, e,} ed R ¢ l'inversa della matrice del cambiamento di base da B a B’ (cioe
ha componenti R;; = €] - &;).

L’immagine della mappa ¢ descrive tutte le possibili coordinate dei vettori
P, — O nella base B in quanto xor € R? ed R € SO(3) descrivono tutte le possibili
posizioni di un sistema di riferimento ¥’ solidale a € (costruito ad esempio come
descritto sopra, utilizzando tre punti del corpo non allineati).

Osserviamo che ¢ ¢ iniettiva, infatti se

X(Ol,) + Rix), = X(OQ,) + Rox),, Vh

allora

Ri(x; — X)) = Ra(x; — X)),

] Ri(x; — x}) = Ra(x; — x3,)
con Xj, X}, X} vettori linearmente indipendenti. Ne segue che Ri(R;)~", che &
un elemento di SO(3), ha due autovettori indipendenti relativi all’autovalore 1,
dunque Ry = R5 e, di conseguenza, x(ol,) = X(O2,) .

La mappa ¢ e la sua inversa, definita sullimmagine ¢(R? x SO(3)), sono

differenziabili perché lineari. Quindi ¢ ¢ un diffeomorfismo sulla sua immagine. [

La varieta delle configurazioni di un corpo rigido con almeno tre punti non
allineati ha dimensione 6, infatti vale il seguente risultato.

Proposizione 19. Il gruppo O(3) ¢ una sottovarieta differenziabile di R® di di-
mensione 3.

Dimostrazione. Cosidero la mappa ¥ : R? — R® le cui componenti ¥;;,1 < i <
j < 3 sono definite da

3
\I[ij<a117 aig ... a33) = E QpiQhj — 5@']’ )
h=1

Posto a = (a1, a12 - . . asg), abbiamo

[ 2(111 0 0 2&21 0 0 2(131 0 0
12 aii 0 22 a1 0 asz a3 0
0¥ (a) _ a3 0 aip Q93 0 Qo1 (33 0 asy
Oa 0 2(112 0 0 2&22 0 0 2(132 0
0 a3 a2 0 as ax 0 azg as
| 0 0 2&13 0 0 2&23 0 0 2&33 i

SO(3) & una componente connessa di O(3), definita dalle matrici di O(3) con

determinante 1. Ne segue che anche SO(3) ¢ una sottovarieta di dimensione 3.
O

Esercizio 4. Dimostrare che se un corpo rigido ¢ formato da punti allineat,
Iinsieme delle configurazioni possibili ¢ diffeomorfo a R? x S2.
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5.2 Proprieta cinematiche di un corpo rigido

5.2.1 Formula fondamentale della cinematica rigida

Definizione 11. Definiamo la velocita angolare & di un corpo rigido come quella
di minima norma tra le velocita angolari di tutti i sistemi di riferimento solidali
rispetto ad un riferimento dato X.

Si presentano due casi:

Proposizione 20. i) Se € ha almeno 3 punti non allineati allora la sua velocita
angolare ¢ quella di un qualunque riferimento solidale a € . ii) Se invece tutti i
punti di € sono allineati allora la sua velocita angolare é data dalla differenza tra
quella di un qualunque riferimento solidale a € e la sua componente in direzione
dell’allineamento dei punti.

Dimostrazione. Consideriamo due riferimenti solidali ¥, Y”. Denotiamo con &,
@’ le velocita angolari di ¥ rispetto a ¥ e di X" rispetto a ¥’ rispettivamente. 1)
La velocita angolare di X’ rispetto a 3 e data da @ + &’'. Se Py, P, P3 sono punti
del corpo non allineati, dalla (2.5) applicata a P, — P e a P3 — P si ha

&' x (P, —P,) =0, &' x (Py—Py) = 0. (5.2)

Infatti si ha

d d
— (P, — P = —(P,—P 3 x (Py— P
dt< » — P1) . dt< » — P1) o T x (P — P),
e P, P, sono solidali sia a >’ che a ¥". La seconda relazione in (5.2) si dimostra
in modo analogo. Dalle (5.2) segue che
& =0,
quindi le velocita angolari di X' e ¥ rispetto a X sono le stesse.
ii) Si considerino due punti P;, P, del corpo. Dalla (2.5) abbiamo &’ x (P,—P;) = 0,
quindi le velocita angolari di ¥ e ¥’ differiscono solo per una componente lungo la

direzione di allineamento.
O

Definizione 12. Diciamo che un punto P é solidale ad un corpo rigido € se P
ha velocita nulla in tutti © riferimenti ' solidali a € che hanno velocita angolare
di minima norma tra tutti i riferimenti solidali a € .

Per quanto detto prima, nel caso in cui € abbia tre punti non allineati basta
che P abbia velocita nulla in un qualunque riferimento solidale. Se invece tutti i
punti di € sono allineati basta che P abbia velocita nulla in un riferimento Y’ tale
che la sua velocita angolare rispetto a X abbia in ogni istante componente nulla
nella direzione dell’allineamento dei punti di € .
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Proposizione 21. Siano X, %X, € V3 le posizioni di due punti Py, P, di un corpo
rigido € o ad esso solidali e siano vV, Vy le loro rispettive velocita relative a X.
Se € ¢ in moto con velocita angolare @ wvale la formula

ff’k:\7h+<.3>< (Pk—Ph) (53)

Dimostrazione. Denotando con ¥/ = O'é|é,€} un sistema di riferimento solidale
al corpo, con velocita angolare & di minima norma, e usando le relazioni (2.6) si
ottiene

\_”k—\_’)h:\_’)z—FQ_jX (Pk—O,)—\_;;l—Q_J’X (Ph—O’):ﬁx (Pk_Ph)7
in cui abbiamo usato il fatto che le velocita di Py, P, relative a ' sono nulle. [

Concludo che le coordinate delle posizioni e velocita (x; ...Xx,Vy...vy) di un
corpo rigido € sono determinate ad ogni istante ¢ dalla posizione e velocita di
un punto O’ solidale al corpo al tempo ¢, da una matrice R(t) € SO(3) e dalla
velocita angolare w(t) di € :

Xp = Xor + RX), Vi = Vo +w X (X — Xo).

Ad ogni istante ¢, R(t) ¢ I'inversa della matrice di cambiamento di base da ¥ ad
un riferimento solidale Y'.

5.2.2 Campo delle velocita di un moto rigido

Proposizione 22. Se &(t) # 0 ¢ la velocita angolare di un corpo rigido all’istante
t, allora esiste un'unica retta r(t), detta asse istantaneo di rotazione, composta
di punti solidali al corpo che hanno tutti velocita parallela ad &(t) oppure nulla.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che dati due punti P, () solidali al corpo,
che allistante ¢ si trovano su una retta parallela ad & = &(t), si ha

Vp=Vg+@& x (P—Q) = o

Quindi ci basta dimostrare che all’istante t esiste un punto Py solidale al corpo
con vVp, parallela ad & oppure nulla. L’asse istantaneo di rotazione corrispondera
allora alla retta passante per Py e parallelo a &.

Siano O un punto solidale al corpo e Ilo il piano ortogonale ad & e passante
per O’. Determiniamo un punto P, € Ios solidale al corpo e tale che Vp, X @ = 0.
Moltiplichiamo vettorialmente per & la formula fondamentale relativa a Py e O":

vpoXQZVO/XQ+(QX(PO—O/))XQZVO/XQ_}+|Q|2(PQ—O,),
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poiché (Py—O")-& = 0. Imponendo che la velocita di Py sia parallela ad & oppure

nulla otteniamo !

|2
che individua il punto F, cercato. Dalla dimostrazione costruttiva della sua esi-
stenza segue anche I'unicita dell’asse istantaneo di rotazione. O

PO—O/: \_’)O/XQ_J’,

Il seguente risultato descrive globalmente il campo delle velocita di un moto
rigido:

Proposizione 23. Le velocita dei punti solidali al corpo rigido hanno una sim-
metria cilindrica rispetto all’asse istantaneo di rotazione.

Dimostrazione. Assumiamo che @ # 0 all'istante ¢ e consideriamo 1’asse istantaneo
di rotazione r = r(t). Per quanto mostrato nella Proposizione 22, ci basta mostrare
che tale simmetria sussiste per i punti di un piano ortogonale all’asse r. Dato un
punto P; & r definisco Py = rNIlp, con Ilp, il piano passante per P; e ortogonale a
r. Dato un punto P, sulla circonferenza di centro Py, raggio |P; — Fy| e ortogonale
a @ considero 1’ operatore R di rotazione attorno all’asse r tale che

P,=P+R(P —F).

Per la (5.3) si ha

Vp, =Vp, + & x (P — Py), Vp, =Vp, + & X (P, — P). (5.4)
Siccome Vp, e w sono paralleli all’asse,

RvVp, =Vp, + & X R(P, — Py) = Vp,.
Inoltre dalla prima equazione in (5.4) segue che
vp, - (PL—F) =0

poiché Vp, x G =0e (P, — P)-& = 0.
Quindi, in coordinate cilindriche con asse r(t), la componente radiale della velocita
dei punti solidali al corpo rigido e nulla.

Consideriamo due punti P, ) qualunque solidali al corpo. Scomponiamo le
loro velocita Vp, Vo come segue:

Vp=Vp+VE Vo =vVL+V5 (5.5)
dove
o pe@d) o L o (Ver@) o
Vlll_—,_ |(__J|2 w, VP:VP_V|I|37 Vg— ‘(;j|2 w, VéQO_ng
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Dalla formula fondamentale (5.3) segue che
Vp & =V, (5.6)
quindi le componenti Vﬂt‘,, V|C|2 lungo I’asse istantaneo di rotazione sono le stesse.
Da (5.3), V|1|3 = Vg (5.5) segue anche che
V}%—VQ+w X (P —Q).

Nel caso particolare in cui () sia un punto dell’asse istantaneo di rotazione si ha
\7’5 = 0, per cui

V=@ x (P -Q).

Viste queste proprieta delle velocita dei punti di un corpo rigido, si parla di
atto di moto elicoidale.
O

5.2.3 Moti rigidi piani

Un moto rigido si dice piano se la velocita angolare & ha direzione costante e tutti
i punti solidali al corpo hanno velocita ortogonale a tale direzione, cioe

Vp-@ =0.

Posso dunque fissare un piano di riferimento IT ortogonale ad @ in cui studiare il
moto. Definisco il centro istantaneo di rotazione come il punto Cy = r(t) N1L.

Proposizione 24. (Teorema di Chasles) In un moto rigido piano il centro istan-
taneo di rotazione Cy st trova sulla retta normale alla velocita di ciascuno dei punti
solidali al corpo distinti da Cy.

Dimostrazione. Sia Cj il centro istantaneo di rotazione. Osservo che v, = 0,
poiché V¢, X @ =0, V¢, - @ = 0. Quindi

(P—CQ)'VPZ(P—CQ)'(VCO+QX(P—CQ)):O

per ogni punto P solidale al corpo. O

5.2.4 Operatore di inerzia

Per studiare il moto di un corpo rigido € ¢ utile introdurre 'operatore di inerzia
Jg : V3 — V? rispetto al polo Q € E?, definito da

N
Yo=Y ma(Py— Q) x[ix (P —Q)],  deV
h=1
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Proposizione 25. Per ogni scelta del polo Q) applicazione bilineare
VPx V23 (4,V) —»d-JoVER
e simmetrica e, se il corpo € ha almeno tre punti non allineati, & definito positiva.

Dimostrazione. Dalle proprieta del prodotto misto e dalla simmetria del prodotto
scalare abbiamo la simmetria dell’operatore Jg, infatti
N
B 00V = 3 [t x (Py — Q)] - [V x (Py — Q)
h=1

Similmente si ha N
i-Jou =Y mylix (P, — Q)
h=1

e, se ci sono tre punti non allineati, almeno un addendo della sommatoria ¢ > 0. Se
tutti i punti del corpo sono allineati ed & € V3, |&| = 1, corrisponde alla direzione
della retta di allineamento, allora € - Jgé = 0 se () sta su tale retta.

O
SCOMPOSIZIONE DELL’OPERATORE DI INERZIA
Si verifica facilmente che
Joi=Jpti+m(B—-Q)x[dx(B-Q), Vi € V3, (5.7)

infatti

N
Joi = > ma(Ph—Q) x [ix (P, — Q)] =
h;l N
= Y mn(Py— B) x [i x (P, = B)]+ Y _ma(B—Q) x [ix (P, — B)] +
h=1 h=1

N N
+ > mu(Ph—B)x [ix (B=Q)]+ Y mu(B-Q)x[dx(B-Q)
h=1 h=1

e si ha
N N ~
> mp(B-Q)x [ix (Py—B) =Y muP,—B)x[ix(B-Q)=0.
h=1 h=1

Dati un punto @ € E? ed una direzione & € V3 |é| = 1, definiamo momento di
inerzia relativo all’asse (Qé, passante da () e parallelo a €, la quantita

_[Qé =e- jQé
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Osservo che se @' ¢ un punto dell’asse Q€ si ha
N N
Ige =Y mulé x (Pn— Q) =Y muléx [(P,— Q)+ (Q — Q)]|* = Ige.
h=1 h=1

Abbiamo il seguente

Proposizione 26. (Huygens-Steiner) Il momento di inerzia Ipg rispetto all’asse
Bé ha la sequente proprieta:

_[Bé = gg}g _[Qé.
Dimostrazione. Dalla (5.7) segue che Igs = Ips + mlé x (B — Q)|?. O

MATRICE DI INERZIA
Fissata una base, {€1,&,, €3} 'operatore di inerzia Jg si scrive tramite la
seguente matrice

Iy Ly I
Io=| Inn Ina Iz | , L;; = é; - Jqe;.
I3y Ip I3
Piu precisamente si ha
N N N
Lu=Y malyi +20); T2 =Y mulah +20); Iss =) ma(a] +47);
h=1 h=1 h=1

N N N
Ly =— E mpxpYp; i3 = — E MRTHZH I3 = — E MpYnZh ;
h—1 h—1 h—1

con P, — Q = xpé1 + ypés + zpe3, h =1...N. Infatti

N
L= myéi x (P, — Q)& x (P, — Q),
h=1

con
€ X (Ph - Q) = Yn€s — 262,
€ X (P, —Q) = z,6; — 1pes,
e x (P, —Q) = x,6, —ype.

SIMMETRIE E MOMENTI PRINCIPALI DI INERZIA
La matrice di inerzia e simmetrica, dunque e diagonalizzabile in una base orto-
normale {€],é),é&5}. Gli autovalori dell’operatore di inerzia I, I5, I3 si chiamano
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momenti principali di inerzia, una base {€}, &}, &5} in cui I si scrive in forma
diagonale e le direzioni degli €] si dicono rispettivamente base e direzioni principali
di inerzia.

Dimostriamo alcune proprieta dei momenti e degli assi principali di inerzia:

Proposizione 27. Valgono le sequenti proprieta:

(i) Se esiste un piano mg passante per Q di simmetria per riflessione (cioe, detta
R, : B3 — E3 la riflessione rispetto a 7o, ad ogni punto P di massa m del
corpo corrisponde un altro punto R, P del corpo con la stessa massa) allora
la direzione ortogonale a 7w € principale.

(ii) Se esiste un asse r di simmetria per rotazione passante per Q) (cioé, per ogni
punto P di massa m del corpo esiste un intero k > 1 tale che, detta Ry :
E3 — E3 la rotazione di 2r/k attorno ad v, i punti dell’orbita {R}P}n—o. x—1
di P sotto l’azione del gruppo ciclico generato da Ry corrispondono ad altri
punti del corpo con la stessa massa m) allora la direzione di v é principale.

Inoltre, se {&),€,,€5} ¢ una base principale per Jg:

(11i) I momenti principali di inerzia soddisfano Iy < Iy + I3 e si ha I} = Iy + I3
solo quando il corpo rigido é piano, e sta nel piano (Q&5€l.

(iv) Sia V un autovettore dell’operatore di inerzia Jg con autovalore A.

1. Se v =wve; +v;€;, 1,7 € {1,2,3}, i # j evw; # 0, allora tutti i vettori
del piano generato da €},€; definiscono direzioni principali di inerzia
con lo stesso valore \ del momento principale di inerzia.

2. Se v = Z;’:l v;e}, v; # 0 V3, allora Jg ¢ un multiplo dell’operatore

identita (quindi tutte le direzioni sono principali).

Dimostrazione. (i) Considero un riferimento QQ€}€,€} con asse €} ortogonale a ¢

ed osservo che I3 = I35 = 0.
(ii) Considero un riferimento Q€}€5€; con asse Q&5 = r ed osservo che I3} = I35 =

0. Infatti possiamo trovare r interi kq, ..., k,, dove ogni k; ¢ > 1e 22:1 ki =N,
tali che
N r k].,l
Isp + il = — Z mp(xp + iyp)zn = — Z m;z; Z wfgj (x; + 1y;)
h=1 j=1 1=0

dove wy, = €2™/*_ Si conclude utilizzando il fatto che per ogni k& € N si ha

N

S I St

h _
wy =

wp —1
0 k

>
Il



5.3. PROPRIETA DINAMICHE DI UN CORPO RIGIDO 75

(iii) Segue direttamente dalle formule per [;;,5 = 1,2, 3.
(iv) Dalle relazioni Jq€; = I;€), vV = Z?Zl v;€] si ha

3

N O S - Al
E vj[jej—JQv—)\v—g v])\ej.
=1

Dall’unicita della rappresentazione di un vettore come combinazione lineare degli
elementi della base abbiamo A = I; se v; # 0. Da qui segue la tesi, infatti se
Jg€, = A&}, Jpé), = Aeéj,, con i # h allora ogni combinazione lineare o€ + €,
(a, B € R) ¢ un autovettore di Jg con autovalore A. Se inoltre troviamo un
autovettore v = 2?21 vjé;» con viveuy # 0 allora Iy = I, = I3 e la matrice di
inerzia e un multiplo dell’identita.

O

Esercizio 5. Consideriamo un corpo rigido costituito da N punti di uguale massa
m, posti ai vertici dei poliedri platonici (N = 12,24,60). Dimostrare che ogni
direzione e principale per l'operatore di inerzia Jp rispetto al baricentro B,

Esercizio 6. Se {€],¢&), €.} é una base principale per Jg, lo é anche per Jp con
P#£Q7?
5.3 Proprieta dinamiche di un corpo rigido

QUANTITA DINAMICHE E OPERATORE DI INERZIA

Fissiamo un riferimento > = O é;é,é3. Dato un corpo rigido € , usando la
formula fondamentale (5.3) abbiamo

—

MQ = mh(Ph — Q) X [\70/ + @ x (Ph — O/)] = (58)

>

[]=

(B—Q)XVO/+3QQ+m(B—Q)X [wx (Q—Ol)]

3

Osservo che nella (5.8) il polo O’ si deve muovere come un punto solidale a € .
Scegliendo O" = @ nella (5.8) si ha

Mg = m(B — Q) x Vo + Jo@
che per Vo = 0 oppure per () = B si semplifica:

Mg = T
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Utilizzando la (5.3) possiamo anche rappresentare 1’energia cinetica come

1 1
T = §m|\7’0/|2 + mw - (B — O/) X Vor + 5(:5 -Jor@

Se scegliamo O' = B otteniamo la versione per i corpi rigidi del teorema di Konig:

1 1
T = §m|\73|2 + 55 - JIp@. (5.9)

5.4 Corpi rigidi continui

Si distinguono corpi continui a 1, 2 e 3 dimensioni, a cui si attribuiscono rispet-
tivamente una densita lineare, di superficie e di volume, denotate con A, o, p.
Cosideriamo l'ultimo caso, che e il piu generale. La discussione relativa agli altri
casi e simile.

Consideriamo la densita di volume

p: R — RTU{0}, x = p(x)

dove x’ sono coordinate in un riferimento solidale '. Assumiamo che p sia in-
tegrabile sull'insieme C' C R3 delle coordinate dei punti del corpo relative a
P

Se il corpo rigido non ¢ soggetto ad altri vincoli, una parametrizzazione locale
dei punti del corpo e data dalla mappa

R™ 5 q — x(q;X) = xor + Rx' € R?, (5.10)

con q = (xor,0) ed R = R(0), dove 8 sono gli angoli di Eulero (vedi Sezione 10).
La mappa (5.10) si puo sollevare ai vettori velocita, ottenendo

R" x R" 3 (q,q) — v(q, ;X)) = vor +w x Rx' € R?, (5.11)
con q = (vor,0), w =w(8,8).
Introduciamo le definizioni delle quantita dinamiche sostituendo alla somma

finita l'integrale sull’insieme C' occupato dal corpo. L’insieme C' viene definito in
un riferimento solidale al corpo, in modo che C' non cambi col tempo.

MASSA TOTALE
m = / p(x')dx'
c

BARICENTRO

m(xp — Xo/) = /C,O(X')Rx’dx' = R/Cp(x’)xldx’ (5.12)
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Osservazione 13. Se O' = B si ottiene
/ p(x)x'dx = 0.
c
QUANTITA DI MOTO

P = /P(X’)v(q,Q;X’)dX':/P(X')(Vo'+wXRX’)dX’Z
C C

= mvo + w X R/ p(x")x'dx' = mvo + mw X (xp — Xor)
c

Osservazione 14. Se O' = B si ottiene
P =mvpg.

MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A (Q € [E3

Mo = | pl)(xla:x) = xq)  via, i X)dx

(5.13)
N / p(x')(xor + Rx' — xg) X (Vor + w x Rx')dx’
c
Introduciamo la matrice di inerzia I, definita da
Tou = [ p)(x(aix) ~xq) x [u x (x(aX) - xo)ldx
¢ (5.14)

= /Cp(x’)(xo/ + Rx' —xq) X [u x (xor + RX' — x¢g)]dx
per ogni u € R3. Se O’ = @ la (5.14) assume Pespressione pill semplice
Iou = / p(X')Rx' x (u x Rx')dx'.
c
Scegliendo O" = @ nella (5.13) si ottiene quindi

M, = / p(X')Rx' x (Vg + w x Rx')dx' = / p(X")Rx'dx' x vg + Iqw =
c c
= m(xp —Xg) X vg + low

ENERGIA CINETICA

1 1

b= _/p(x’)lv(q,Q;x’)IQdX'Z‘/p(X’)|V0/+w><Rx’|2dx’=
2 C 2 C

2

1 , 1
= §m|Vo/| +mvo - w X (XB — XO/) + 5(4) -Jorw

1 1
= —m|vo|? +/ p(x')vor - w x Rx'dx' + 7w Iow =
c
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Osservazione 15. Se O’ = B si ottiene

1 1
T = §m|VB|2 + éw . IBUJ.

Esercizio 7. Mostrare che vale il teorema di scomposizione di M.

Si introduce la densita di forza f(q, ¢;x’).
RISULTANTE DELLE FORZE

R = / f(q,q;x")dx
c
MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE RISPETTO A () € E3
No = [ (x(aix) —xq) x fla. & X)ax

c

Se O' = @ si ottiene l'espressione piu semplice
Ng = / Rx' x f(q, q;x")dx’.
c

Esempio 5. (forza di gravita) Con una scelta opportuna del riferimento abbiamo

fq, g;x") = —p(x')ges,
per cui la risultante e

R = / f(q,q;x') dx' = —mges,
c

ed il momento risultante rispetto ad un polo Q ¢ (scegliendo O’ = Q e usando la
relazione (5.12))

Ng = (xp — x¢) X (—mges).
Esempio 6. (forza centrifuga) Se w é la velocita angolare abbiamo
f(q, & x) = —p(x)w x (w x RX),
per cui, usando (5.12), la risultante é
R = / f(q,q;x)dx' = —mw x (w X (xp — X01)),
c
ed il momento risultante rispetto ad un polo Q) ¢é (scegliendo O' = Q)

No = —/Cp(x’)Rx’ X (w x (wx Rx'))dx' =

= —/ p(x')(w - RX')Rx' x wdx'.
c
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5.5 Esempi di matrici principali di inerzia

ASTA OMOGENEA DI LUNGHEZZA { E MASSA m;

Sia B il baricentro dell’asta. Considero un sistema di riferimento solidale
all’asta, centrato in O e con l'asta lungo I'asse Oe;. Allora la matrice di
inerzia Ip, relativa al polo B si scrive

000
62
I =210 10|
00 1

DISCO ED ANELLO OMOGENEI DI RAGGIO R E DI MASSA m;

Lo o Lo o
. R | 2 2
e =22= 10 L0 IgtemR 00|
00 1 00 1

SFERA PIENA E VUOTA, OMOGENEE, DI RAGGIO R E DI MASSA m;

100 100
OmR2 2mR2
I;I’:"; 01 0]: Ig;}:mT 010]:
00 1 00 1
CILINDRO PIENO E VUOTO, OMOGENEI, DI RAGGIO R, DI ALTEZZA h E DI
MASSA m;
m 4 o 0 0
cp __ mR2 mh? .
IB o 0 2 T 12 0 )
0 0 mRR?
mR2 h2
Ccv 4 + v mR2 0 th 0
Ig = 0 =+4 0 ;
O O mR2

5.6 Equazioni cardinali e moti rigidi

Richiamiamo le due equazioni cardinali della dinamica per un sistema di N punti
materiali (4.9):

{ mag = R®)

: 5.15
Mg =-mvgXxvp+ Ng@) ( )
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Possiamo usare le equazioni (5.15) per determinare il moto di un corpo rigido,
anche soggetto ad altri vincoli. Consideriamo un esempio semplice e determiniamo
le equazioni del moto in diversi modi.

Esempio 7. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento > = Oxyz, con
asse Oy verticale ascendente. Si studi il moto di un’asta omogenea di lunghezza 20
e massa m che scivola mantenendo gli estremi sui due assi coordinati Ox, Oy.

Si assume che gli assi coordinati sviluppino delle forze ®,e;, ®se,, dette reazioni
vincolari, sugli estremi dell’asta. Le componenti ®;, ®5 sono tra le incognite del
problema. Per determinare la configurazione dell’asta basta specificare 1’angolo 6
che 'asta forma con la direzione verticale. La velocita angolare dell’asta & w = fes.

Siamo interessati a scrivere delle equazioni che abbiano una forma semplice e
che, se possibile, siano equazioni pure, cioe non contengano reazioni vincolari.

Scriviamo la 2% equazione cardinale per l'asta facendo 3 scelte diverse per il

polo Q.

i) @ = O, lorigine del riferimento:

Mo = —mvo x vg + Np = No; (5.16)

ii) @ = B, il baricentro dell’asta:
Mp = —mvp X vg + Ng = Np; (5.17)

ili) @ = Cy, il centro istantaneo di rotazione:

MC@ = —mvVg, X Vg + NCo = NCo- (518)

Osservazione 16. Al variare di 0 il centro istantaneo di rotazione Cy € un punto
sempre diverso in un riferimento solidale al corpo, oltre che nel riferimento 3. Le
coordinate di Cy in % sono

X, = 20(sin e, + cos fey),
quindi il termine —mve, X vp € nullo perche
Ve, = 00(cos fe; — sin fey) (5.19)

¢ parallelo a vg. Quando usiamo la formula fondamentale della cinematica (5.3)
con il centro istantaneo di rotazione Cy abbiamo veo, = 0; questo perché stiamo
considerando la velocita di un punto solidale al corpo, cioe stiamo calcolando il
limite del rapporto incrementale in cui appaiono le coordinate dello stesso punto del
corpo a due tempi diversi, quindi non possiamo usare la (5.19). Nell’Esempio 7 la
confusione tra le due velocita non produce effetti sulla forma dell’equazione, ma non
e sempre cost. Questa difficolta nasce dalla notazione utilizzata tradizionalmente,
che ¢ la stessa per le due velocita.
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La iii) e I'unica equazione pura, cioe in essa non appaiono le reazioni vincolari,
infatti

NO = Xy X (13181 + Xo X (I)Qeg — Xp X Mmgeg =
= (—2cos0P; + 2sin 0Py — mgsin 0)les,
N = (xa4—xp) X Pre; + (x¢ — xp) X Poey =

= f(sin 961 — COS 962) X (—(13161 + @282) =
= (Pysinf — Dy cos h)les,
Ne, = (X —X¢g,) X (—mges) = xp X mgey =
mg/ sin fes.
L’equazione iii) appare la scelta piu conveniente. Comunque & utile risolvere il

problema nei tre modi diversi.
Nel caso i), usando la formula fondamentale (5.3), abbiamo

MO = mXp X Vo + Iow. (520)

Notare che qui vp # 0 poiche corrisponde alla velocita di O come punto solidale
al corpo rigido. Al variare di 6 I'origine O ha coordinate diverse in un riferimento
solidale, ma nella (5.20) v si deve intendere come la velocita di un punto solidale;
per calcolarla possiamo usare nuovamente la formula fondamentale (5.3) nel modo
seguente:

VoO=Vp —WwWXXp =2vg = 269(@05 fe; — sin fey).

Inoltre, con il teorema di Huygens-Steiner, otteniamo
4 .

Tow = §m£29e3.
Abbiamo dunque

2/ Sy Ly

MO = —2ml 083 + gmf 963 = —gmf 063.
In alternativa si puo calcolare il momento angolare My come segue:
1 . A
Mo =Mp +xg X mvg = §m€29e3 — ml*fes.

In questo modo sparisce I’ambiguita di notazione, che nasceva dal fatto di calcolare
la velocita di un punto solidale al corpo (il punto O), ma sempre diverso al variare

di 6.
Dalla (5.16) si ottiene

2 .
—§m£29 = (—2cos 0P, + 2sin 0Py — mygsin H)L. (5.21)
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Possiamo eliminare le reazioni vincolari @1, ®, dalla (5.21) utilizzando la prima
equazione cardinale proiettata lungo ey, es:

d; = mag-e; = ml(fcosh — 6sinb), (5.22)
Dy —mg = mag-e, = ml(fsinf — 62 cos ). (5.23)
Sostituendo (5.22), (5.23) nella (5.21) otteniamo 1’equazione del moto:

s 39 .
0 = 17 sin 6. (5.24)

Nel caso ii) abbiamo
2.
MB = [Bw = mTGeg

per cui dalla (5.17) si ottiene I'equazione

2 ..
%9 = (Pysinf — &y cosb)L. (5.25)

Sostituendo (5.22), (5.23) nella (5.25) si ottiene 'equazione del moto (5.24).
Nel caso iii) abbiamo

4 .
MCO = Mg+ (XB — XCO) X mvg = Mp — Xcoy X MVp = §m€29e3,

e dalla (5.18) si ottiene subito I'equazione (5.24).

Esercizio 8. Si studi il moto di un disco omogeneo di raggio R e massa m che
rotola senza strisciare su un piano inclinato di un angolo o rispetto a Oéy.

5.7 Conservazione dell’energia ed equazioni del
moto

Dal teorema dell’energia cinetica abbiamo
T =TI, (5.26)

dove

n n

=S "F, - %= F, - [Vo +@x (B, —0)) =R® . vy + ND . &.
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Nel caso di corpi rigidi continui otteniamo lo stesso risultato usando (5.11) e
Iipotesi che la risultante delle forze interne sia nulla:

Il = / f(x) - v(q, ¢ x)dx = RP) vy + N . . (5.27)
C

Nell’equazione della variazione dell’energia cinetica (5.26) si possono quindi usare
sistemi di forze equivalenti a quelli dati, sia per i corpi rigidi discreti che per quelli
continui.

Usiamo la conservazione dell’energia per scrivere le equazioni del moto del
sistema dell’Esempio 7.

Le reazioni vincolari sono a potenza nulla, per ogni velocita possibile. La
potenza della forza di gravita e la derivata totale rispetto al tempo di —V', con
V' = mgy. Derivando rispetto a t 'equazione dell’energia

9 .
E=T+V = §m€202+mg€(3089

si ottiene

E = [%mézé — mgl sin@]é =0.

Da questa si ottengono due equazioni: la prima, 8 = 0, dice semplicemente che
I’energia si conserva nelle configurazioni di equilibrio. La seconda ci fornisce
I’equazione di moto:

4 .
gmﬁe —mglsinf = 0.

Esercizio 9. Scrivere l’equazione del moto per il disco che rotola su un piano
inclinato (esempio 8).

5.8 Equazioni di Eulero per il corpo rigido con
un punto fisso

Fissiamo un riferimento ¥ = O €,€5€3, che possiamo assumere inerziale, e scrivia-
mo le equazioni che descrivono il moto di un corpo rigido € con un punto fisso
O. La seconda equazione cardinale in questo caso e sufficiente per determinare il
moto:

—M,| = No. (5.28)

Sia & la velocita angolare del corpo rigido e consideriamo un sistema di riferimento
principale ¥/ = 0’€|e,é5, solidale a € e centrato nel punto O’ = O. Assumiamo
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inoltre che la velocita angolare di ¥’ rispetto a X sia &, cioe che ¥’ abbia la velocita
angolare di minima norma tra quella di tutti i riferimenti solidali.?
Dalla (2.5) otteniamo

= JOQ X @+ No, (530)

in cui possiamo scrivere senza ambiguita & per la derivata temporale di & in Y
dato che e uguale a quella in X..

5.9 Moto per inerzia (Euler-Poinsot)

Definizione 13. Chiamiamo moti per inerzia le soluzioni di

d .
—(Jow)

i = jo(ﬁ X (.4_5, (531)

2/

cioé le soluzioni delle equazioni di Eulero (5.50) con N = 0.

Rientrano in questo caso i moti di un corpo rigido pesante (cioe soggetto alla
forza di gravita) vincolato al baricentro, ma anche un corpo rigido pesante libero
di muoversi nello spazio. Per quest’ultimo basta studiare il moto nel sistema di
riferimento del baricentro, che quindi diventa un punto fisso).

Rappresentiamo la velocita angolare &, il momento angolare My ed il momento
della forza No in coordinate nella base B = {&, &), &,}:

3 3 3 3
— N = N N < N
w:theh, MO:ZMheh:ZIhwheh, NO:ZNheh.
h=1 h=1 h=1 h=1

Le equazioni (5.31), scritte in coordinate nella base B', diventano

Lo = wows(ly — 1)
IQCZJQ = W3Wq (Ig - Il) . (532)
Iyws = wiws(lh — 1)

2Questa ultima ipotesi serve a includere nella trattazione i corpi costituiti da punti tutti
allineati.
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Si puo descrivere la soluzione generale di queste equazioni tramite 1'uso di funzioni
speciali, vedi [18].

E interessante ottenere una descrizione delle soluzioni dal punto di vista geo-
metrico utilizzando solo gli integrali primi della norma del momento angolare e
dell’energia cinetica. Quest’ultima si conserva perché la potenza della reazione
vincolare e nulla, infatti

T=T=R¥.vo+NH.w.
Per questo introduciamo la seguente
Definizione 14. L’insieme
Eo={RcV?:%-Jpx=1}
st dice ellissoide di inerzia relativo al punto O.
Nella base B’ I'equazione dell’ellissoide di inerzia si scrive
Lt + Las + s =1,

con X = Zi’:l z;€}. Quindi gli assi principali dell’ellissoide sono diretti lungo le

direzioni principali di inerzia e la loro lunghezza ¢ 1/,/1;, j = 1,2, 3.

Proposizione 28. (Poinsot) In una precessione per inerzia di un corpo rigido con
punto fisso O ellissoide di inerzia relativo al polo O rotola senza strisciare su un
piano fisso perpendicolare al vettore momento angolare Mo.

Sia F il valore costante dell’energia cinetica:

E=T=-G Jo@,

N | —

in cui & e la velocita angolare del corpo rigido. Il vettore E = W/V2F ci da
I'intersezione di & con lellissoide di inerzia £p. Si osserva che

1. il piano tangente all’ellissoide nel punto P individuato da é’ ¢ ortogonale a
My, infatti
Vx(x - Iox) = 21px

e, sostituendo x = w/v2F abbiamo lpw+\/2/E = Mgp+/2/F; quindi il
vettore 2]05, che ci da la normale all’ellissoide in P, e parallelo al momento
angolare.
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2. la distanza di tale piano da O e costante, infatti questa e data da

£ My Mo-& V2E
Mo|  V2E|Mo|  |Mol|’

3. la velocita del punto dell’ellissoide a contatto col piano e nulla, infatti l'el-
lissoide ¢ solidale al corpo rlgldo in questione e OE ¢ l'asse istantaneo di
rotazione. Siccome Vo = 0, tutti i punti del corpo su OE hanno velocita
nulla.

Si chiama poloide la curva tracciata sulla superficie dell’ellissoide di inerzia,
definita dai punti dell’ellissoide a contatto con il piano fisso); si chiama invece
erpoloide la curva, tracciata sul piano fisso, definita dal punto di contatto tra
I’ellissoide di inerzia e il piano.

Esaminiamo in dettaglio il caso perfettamente simmetrico (I; = I, = I3), il
caso a simmetria giroscopica (I; = Iy # I3) e quello generale (I; > I, > I3).

Caso 1: L=1=I3=1

Questo e il caso di un corpo sferico omogeneo o comunque di un corpo con
distribuzione di massa a simmetria sferica, per esempio un corpo formato da 8
masse uguali disposte ai vertici di un cubo, vedi Esercizio 5.

Abbiamo la relazione

Mo =1& (5.33)

Siccome Mp & un integrale primo nel sistema di riferimento inerziale anche & =
1\7[0/1 e costante lungo le orbite, quindi il moto per inerzia ¢ un moto rotatorio
uniforme attorno a un asse fisso nello spazio (nel riferimento inerziale), che e I'asse
istantaneo di rotazione. Infatti, per ogni punto P del corpo si ha Vv =& x (P —O)
e, scegliendo ¥ in modo che & = wés (w costante) si ha il sistema

T = —wy, Y = Wz, z =0,

che ha per soluzioni rotazioni uniformi attorno all’asse Oeés, con lo stesso periodo
27 /w, per ogni condizione iniziale che non sta su tale asse.

Il vettore Mo & costante anche nel sistema di riferimento solidale al corpo:
questo segue dalla (5.33) e dalle equazioni di Eulero (5.32), che in questo caso
diventano

Lo, = hwy=I3ws = 0.

Il fatto che & sia costante anche nel riferimento solidale segue anche dalla (2.5).

Caso 2: L1 =1, # 13
In questo caso @ non & piu costante, ma valgono le seguenti proprieta:
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1. |&J| e costante;
2. il momento angolare 1\710, la velocita angolare & e I'asse €} sono complanari;

3. gli angoli tra due qualsiasi dei vettori 1\710, W, €} sono costanti.

Osservazione 17. La terza proprieta ci dice in particolare che sono costanti le
componenti del vettore velocita angolare & sui vettori €5 ed Mo.

Dimostrazione. Le equazioni di Eulero si scrivono nel modo seguente

Loy = wws(ly — I3)
[1@2 = W3Ww1 ([3 - [1) (534)
Igd)g - 0
dunque otteniamo
ws = costante wf + wg = costante ,

per cui e costante anche |w|.

Siano « I’angolo tra Mo ed W, B 'angolo tra & ed &5 e vy 'angolo tra 1\710 ed
5. Scriviamo le espressioni dei coseni di tali angoli:

Mo - & 2F
cosa = — —=— =

Mol [&|  [Mo| |4
cosff = w—j’

||

M Is w3
cosy = —— = —=<

Mo|  |Mo|

Usando il punto (1) e la conservazione dell’energia e della lunghezza del momento
angolare (anche nel sistema di riferimento solidale) otteniamo che cos «v ¢ costante.
Dal punto (1) segue immediatamente che anche cos 8 ¢ costante. La dimostrazione
che cos~y e costante si fa in modo analogo.

Il fatto che i vettori 1\7[0, W, €5 siano coplanari durante il moto si ottiene dalla
relazione

Liw Lwy I3ws
det w1 Wa w3 =0
0 0 1
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Proposizione 29. Si consideri il moto di un corpo rigido € con un punto fisso O
avente struttura giroscopica attorno all’asse €5. Il vettore @ ruota uniformemente
attorno alla direzione fissa del momento angolare My descrivendo un cono di
rotazione C' con velocita angolare costante. Analogamente la traccia di & sul corpo
¢ descrive un cono di rotazione C" con velocita angolare costante. Considerando
C'" fisso e C" solidale al corpo rigido, si ha che i due coni rotolano 'uno sull’altro
senza strisciare (moto alla Poinsot ).

Dimostrazione. 11 vettore & descrive un cono in entrambi i sistemi di riferimento
poiché per la proposizione precedente 1’angolo tra & ed My e I’angolo tra & ed
€} sono costanti. Questi due coni rotolano senza strisciare 1'uno sull’altro poiché i
punti del corpo che si trovano sull’asse passante per O e parallelo ad & hanno tutti
velocita nulla (O & I'asse istantaneo di rotazione e Vo = 0). Tale asse corrisponde
alla retta istantanea di contatto tra i due coni e ha velocita istantanea nulla sia nel
sistema di riferimento inerziale che nel riferimento solidale: cio ¢ dovuto al fatto
che la derivata temporale di & fatta nei due riferimenti ¢ la stessa.
Dimostriamo adesso che il moto di rotazione e uniforme.

G =uw ép, +w' e

con ey, versore di My, per cui

—dé’ =wxe,=uw éy, xé
dt 3l 3 © 3
Analogamente si ha
—dé = —Wxéy, =-—w é xe
M M Mo -
dt o s ) 3 )

CaAso 3: I} > I, > I3
Le equazioni di Eulero (5.31) ammettono gli integrali primi

[Mo|* = [{wf + I3w; + I5ws,
2F = Lw} + Lwj + Lw;,
con MO = (Ml, MQ, Mg)T.

Definizione 15. Chiamiamo rotazioni stazionarie le soluzioni @ costanti delle
equazioni di Eulero (5.31).
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Ricordiamo che & ¢ costante nel riferimento ¥’ se e solo se & costante in 2.
Dalla (5.31) si vede che le rotazioni stazionarie sono quelle per cui

30‘3 H "37

cioe sono gli autovettori di Jp. Quindi se il vettore & € una rotazione stazionaria
allora ¢ necessariamente parallelo ad uno degli €. Si parla dunque di rotazioni
stazionarie attorno agli assi Oe}, 0é&;, O€;.

Dalla relazione 1\710 = JoW si ottiene che anche 1\7[0 deve essere parallelo ad
&. Quindi in questo caso Mg ¢ costante anche in Y.

Per studiare la stabilita delle rotazioni stazionarie e capire la geometria delle
soluzioni di (5.31) consideriamo le equazioni

d -

"Myl =M 5 5.35
dt Pl 0 X, ( )

che hanno gli integrali primi

|Mol|? = M} + M3 + M3,
2 2 2
2E:%+%+%. (5.36)
L I I
Per valori fissati di |Mp|, E le (5.36) rappresentano lintersezione di una sfera
di raggio |Mp| con un ellissoide di semiassi \/le, J = 1,2,3, e individuiamo
le traiettorie possibili per le coordinate (M;, My, M3) del momento angolare nella
base B'.

Fissiamo un valore E per l'energia e consideriamo l'insieme delle coordinate
(My, My, M) che soddisfano (5.36). Il fatto che questo insieme sia non vuoto e
garantito dalle relazioni

2FI; < [Mo|* < 2E1,.

Descriviamo l'insieme delle traiettorie delle soluzioni di (5.32) nei vari casi.
Ci sono cinque possibilita: 1) 2EI3 = |[Mp|; 2) 2EI; < |Mp| < 2EI; 3)
Mo| = 2FEI;

4) 2E1, < [Mp| < 2E1; 5) |[Mo| = 2FE1;.

Nel caso 1) abbiamo due punti di equilibrio sull’asse Oé}, che corrispondono
alle rotazioni stazionarie con & parallelo a €. Nel caso 2) abbiamo due curve
chiuse attorno all’asse Oéj. Nel caso 3) abbiamo due punti di equilibrio sull’asse
0#é), e quattro curve che li congiungono, che corrispondono alle separatrici stabili e
instabili delle equazioni (5.35) ristrette all’ellissoide di energia costante. Nel caso
4) abbiamo due curve chiuse attorno all’asse O€]. Nel caso 5) abbiamo due punti
di equilibrio sull’asse Oé€].

. inserisci figura ...
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Usando la relazione 1\7[0 = Jow si conclude che le rotazioni stazionarie attorno
a 0e€, 0O} sono stabili, mentre quelle attorno a Oé}, sono instabili.

L’instabilita delle rotazioni stazionarie attorno all’asse O€), si puo anche otte-
nere dal calcolo diretto degli esponenti di Lyapounov del sistema

w1 = Waws
@2 =  (QWw3Wi
@3 = Q3w
con
I, — I Is—1 L — 1
I Iy I3

Posto F(w) = (waws, aawswy, aswiws )T si ottiene infatti che

OF 00 o
a—w(e2) =10

o O O

0 |,
Qs 0

per cui gli esponenti di Lyapounov sono

)\1 = 0, )\273 = :l:\/OélOég

ed uno di essi e > 0.

5.9.1 Fase geometrica nel moto del corpo rigido

Consideriamo adesso un moto periodico attorno ad una rotazione stazionaria sta-
bile, per esempio attorno a Oé;. Vogliamo calcolare I'angolo A#, che ci dice di
quanto e ruotato il corpo rigido dopo un periodo di M.

Riportiamo qui una formula dimostrata da Montgomery in [15]:

ET

AG =2 —
Mo

QO (5.37)

in cui T e il periodo del moto ed €2 e 'angolo solido tracciato sulla sfera unitaria
centrata in O e solidale al corpo dalla direzione del momento angolare 1\7[0.

In [14] si trova una dimostrazione della formula (5.37) utilizzando il teorema
di Gauss-Bonnet e la Proposizione 28.
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Capitolo 6

Sistemi vincolati

Definizione 16. Un sistema di N punti materiali é vincolato se l'insieme delle
fasi (posizioni e velocita) ammissibili al tempo t ¢é ristretto ad un sottoinsieme Fy
di R3N x R3V.

Se F; € R* x R3N non varia con t i vincoli si dicono fissi o scleronomi.
Altrimenti si hanno vincoli mobili o reonomi.

Nei modelli dei problemi meccanici che consideriamo, gli insiemi F; hanno una
struttura di varieta differenziabile e, in caso di vincoli mobili, la famiglia {F;}icr
e costituita da varieta diffeomorfe tra loro.

Inoltre la restrizione ad un sottoinsieme dello spazio delle fasi si ottiene impo-
nendo delle relazioni della forma

a(x,t) + B(x,t)v =0, (6.1)

con

2 3N .k
{aeC(R x R; R¥), <k <3N

B e C*R* x R; M(k,3N)),
che legano le posizioni x degli NV punti e le loro velocita v al tempo t.
Osserviamo che 'equazione (6.1) puo essere conseguenza di una relazione che lega
le sole posizioni e il tempo:

¥(x,t) =0, (6.2)
con ¥ € C3(R3N x R;R¥), 1 < k < 3N. Questo accade se si ha
ow ov
=", B(xt)=— .
atet) =0 Bt =20 (6.3

e si dice che I’equazione del vincolo e integrabile.

D’altra parte, se si impone la relazione (6.2), che lega tra loro soltanto le
posizioni e il tempo, questa implica sempre una relazione della forma (6.1) dove
¥, B sono dati da (6.3).

93
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Richiamiamo adesso alcune definizioni di carattere geometrico, utili per lo
sviluppo della teoria dei moti vincolati.

6.1 Varieta differenziabili e spazi tangenti in R”

Sottovarieta di R™

Sia ¥ : R™ — R* una mappa differenziabile, con & < m. Diciamo che
C={xeR":¥(x)=0}
¢ una sottovarieta di R™ di dimensione n = m — k se

ow
k—(x) =k, VxeC.
rank - (x) x
Nell’intorno di ogni punto di C possiamo introdurre coordinate locali q =
(q1...q,) tramite le carte locali

R" DU > q+ x(q) € R™, rank %(q) =n, (6.4)

definite su aperti U di R".

Vettori tangenti a C

Dato un sistema di coordinate locali q — x/(q) su C possiamo introdurre in modo
naturale delle coordinate locali ¢ = (¢ - .. ¢») sugli spazi tangenti Ty q)C. Infatti
i vettori 5 9
X X

- 4a)---, 54

5 ql( ) qn( )
formano una base di Tyq)C, per cui un generico vettore v, tangente a C in x(q),
si scrive in modo unico come combinazione lineare

. .0
v(a,@) =Y dh(q) (6.5)
con coefficienti ¢,, h =1...n.

Esiste una corrispondenza biunivoca tra (x,x) e (q, q) data dalla mappa

R xRS (a.4) -+ (x(a). %(q)q) € R™ x R™. (6.6)
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Fibrato tangente a C

Definiamo il fibrato tangente alla varieta C come
TC ={(x,v) e R" xR":x € C,v € TxC}.
Proposizione 30. TC ¢ una sottovarieta di R™ x R™ di dimensione 2n.

Dimostrazione. Se x € C allora i vettori v tangenti a C in x sono tutti quelli che
soddisfano la relazione
ow

ox
ow;

Inftti se v soddisfa (6.7), allora ¢ ortogonale a tutti i vettori 5%, j = 1...k, che

formano una base dello spazio ortogonale a TxC. Consideriamo la mappa

(x)v =0. (6.7)

R™ x R™ > (x,V) it (\Il(x), %—i(x)v),

con matrice jacobiana

R ow 0
ow B Ox
ox,v) | 9 |9% | O¥
ox | 0x ox
Osservo che
k v ( ) =2k
ran X, V) =
o(x,v) "’
per ogni (x,v) € TC. O

Le coordinate (q,q) definite da (6.6) sono una scelta naturale per descrivere
localmente il fibrato tangente 7'C.

6.2 Vincoli olonomi

Consideriamo un sistema di N punti materiali vincolato. Assumiamo che
C={xcR¥ :¥(x,t)=0}

sia I'insieme delle configurazioni ammissibili al tempo ¢, dove

RN xR 3 (x,t) = ¥(x,t) € RF, k<3N
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¢ una mappa di classe C? tale che
v
rank aa—(x, t)=k, VxeC(, Vi (6.8)
X

Quindi per ogni tempo ¢, l'insieme delle configurazioni C; ¢ una sottovarieta di
R3Y di dimensione n = 3N — k. Si assume che le varieta C;, t € R siano tutte
diffeomorfe tra loro, quindi hanno tutte la stessa dimensione n.

Per ogni ¢ abbiamo un sistema di coordinate locali di classe C?

R™ > q + x(q,t) € R*N.
Definizione 17. Diciamo che il vincolo ¢ olonomo' se ad ogni istante t 'insieme
delle configurazioni del sistema e diffeomorfo ad una varieta differenziabile Cy e
Uinsieme delle fasi (cioe le posizioni e velocita) é diffeomorfo al fibrato tangente
TC; diCy.

Possiamo avere dei vincoli olonomi anche quando 'equazione del vincolo sia
della forma (6.1) ed il vincolo integrabile, a patto che I'equazione che si ottiene
per le sole posizioni e tempo W¥(x,t) = 0 soddisfi la condizione (6.8).

Come esempio di vincolo integrabile consideriamo il seguente:

Esempio 8. Disco verticale di raggio R che rotola senza strisciare su una guida
rettilinea orizzontale.

Assumiamo inizialmente che il disco possa anche strisciare, mantenendosi sem-
pre a contatto con la guida rettilinea. Per definire la configurazione del disco nel
caso in cui esso possa anche strisciare mantenendosi sempre a contatto con la gui-
da possiamo usare 1’ascissa s del suo baricentro lungo la guida e ’angolo 6 che un
raggio del disco forma con una direzione fissa, per esempio quella verticale. Im-
poniamo adesso la condizione di rotolamento senza strisciamento. Dalla formula
fondamentale della cinematica rigida applicata al baricentro B del disco e al punto
del disco P a contatto con la guida, tenendo conto che la velocita angolare del
disco & bomegavev = fé; possiamo scrivere

§+ RO =0.
Integrando questa equazione si ottiene

(s —s9) + RO —6)=0

1Questo termine ¢ stato introdotto da Herz e deriva dal greco 6hoc (= tutto, intero) e vépoc
(= legge) e si riferisce alla possibilita di scrivere una legge integrale (che coinvolga solo posizioni
e tempo) per equazione dei vincoli.



6.3. VINCOLI ANOLONOMI 97

in cui sg, 6y sono i valori di s, # ad un tempo ty. Si possono scegliere i valori di
S0, 0o in modo che valga so + Ry = 0, quindi si ottiene un’equazione del vincolo
della forma

con q = (s,0).

6.3 Vincoli anolonomi

Se I'equazione del vincolo ¢ della forma (6.1), ma non esiste una funzione ¥ che
soddisfi le equazioni (6.3), allora il vincolo si dice anolonomo. I sistemi anolonomi
che consideriamo hanno tutti una varieta delle configurazioni, pero non tutti i vet-
tori tangenti a questa varieta sono accessibili. Esempi classici di vincoli anolonomi
sono 1 seguenti:

1. un disco verticale che rotola senza strisciare su un piano orizzontale;
2. il pattino (o slitta) di Chaplygin su un piano;
3. una sfera che rotola senza strisciare su un piano;

4. una sfera che rotola senza strisciare all’interno di un cilindro verticale.

6.4 Lo studio del moto vincolato

Le restrizioni sulle posizioni e velocita che si hanno nel moto vincolato sono causate
dai vincoli stessi. Affinche le relazioni (6.1) siano mantenute, si ammette che
i vincoli esercitino delle forze sui punti del sistema, che si chiamano reazioni
vincolari. Queste forze pero sono di natura diversa dalle forze F; che agiscono
sui punti di un sistema meccanico non vincolato, in quanto sono esse stesse da
determinarsi, e non sono funzioni note dello stato cinetico del sistema.

Gia nel semplice caso di un punto materiale vincolato ad una curva in R? si
incontrano delle difficolta quando si cerca di determinare il moto. In particolare
si trova che e necessario fare delle ipotesi sulle reazioni vincolari Consideriamo
una curva regolare v : R — R3, parametrizzata per lunghezza d’arco s. Allora,
indicando con ’ la derivata rispetto ad s,
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Consideriamo la base mobile di Frénet {e;(s), e,(s), ep(s)} (rispettivamente il vet-
tore tangente, normale e binormale), definita da

eils) =7 (). eals) = LEL eyfs) = exfs) x ea(s)
C v (s)] "
Poiché s e il parametro arco si ha
ei(s) - es) =1, Vs; (6.9)

inoltre, derivando la (6.9) rispetto ad s, si ottiene che
e:(s) - ep(s) = 0.
La funzione k(s) = |v¥"(s)| si chiama curvatura di . Con questa notazione si ha
% = §%k(s)e,(s) + se(s).

Supponiamo che il punto sia soggetto ad una forza F(x,x,t) e alla reazione vin-
colare ®. L’equazione di Newton si scrive

mx(t) = F(x(t),x(t),t) + ®(¢).
Se proiettiamo 1’equazione di Newton lungo la base di Frénet si ottiene

ms = Fy(s,s,t) + &y,
ms?k(s) = Fu(s,$,t) + @, (6.10)
0 :Fb(s, é,t) +(I>b,

dove F}, F,,, Fy,, ®;, P,,, D, sono le componenti della forza F e della reazione vinco-
lare @ lungo i vettori della base di Frénet.

Si vede allora che per determinare il moto t — s(t) e la reazione vincolare ®
e necessario fare delle ipotesi. Un’ipotesi comune e di assumere che la reazione
vincolare sia ortogonale alla curva: &, = ® - e, = 0 (vincolo liscio). In questo caso
la prima equazione in (6.10) diventa un’equazione pura (non contiene reazioni
vincolari):

ms = Fy(s, §,1).

Da questa si pud determinare il moto ¢ — s(t). Sostituendo nelle altre equazioni
in (6.10) si ottengono le componenti della reazione vincolare ortogonali al vincolo
in funzione del tempo t:

D, = —F,(s,$,t) + m&*k(s), O, = —Fy(s, 8,1).

La soluzione del problema si basa sulle ipotesi fatte per la reazione vincolare.
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Esempio 9. i fissi un riferimento Oéiés, con l'asse Oé, verticale discendente.
Consideriamo un pendolo, costituito da un punto materiale di massa m fissato ad
un estremo di una sbarretta di lunghezza 20 e massa trascurabile. I sistema ¢
soggetto alla forza di gravita, di accelerazione g. Dall’equazione di Newton si ha

ma = mge; + Pe,, (6.11)

in cui e, = cos e, +sinfey. Abbiamo assunto che la reazione vincolare sia ortogo-
nale al vincolo (vincolo ideale). Proiettiamo 'equazione (6.11) lungo la direzione
radiale e, e lungo quella tangenziale eg = — sin fle; + cos fe,. Si ottiene

é—%sin@ = 0,

)
6% + —cos@—l—— = 0.
l ml
Dalla seconda equazione si puo scrivere la reazione vincolare in funzione dello stato
del sistema. Osserviamo che abbiamo potuto fare cio grazie alle ipotesi fatte sulle
reazioni vincolari.

Esercizio 10. Determinare il moto e la reazione vincolare per una particella di
massa m vincolata a muoversi su una circonferenza di raggio R scabra, assumendo

che valga la legge
By = ——\ /B2 + B2,
3]

(Osserviamo che in questo caso il vincolo non é ideale.)

6.5 Vincoli ideali e principio di D’Alembert

Considero N punti materiali soggetti a vincoli olonomi, con varieta delle configu-
razioni C;.

Definizione 18. Diciamo che il vincolo € ideale se le reazioni vincolari ® =
(Py...PyN) che puo esercitare sugli N punti in una qualunque configurazione x € C,
soddisfano

b -v=0, Vv e TyC, Vit.

Date delle coordinate locali q — x(q,t) sulla varieta C; i vettori velocita si
scrivono

8x
g 12
q7 (L Qha an qa 8t ( ) (6 )
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Osservazione 18. Al variare dei coefficienti gy, [’espression
> nn ()
1 dn

descrive tutti 1 vettor: tangenti alla varieta delle configurazioni Cy: questi si chia-
mano anche velocita virtuali e, nel caso di vincoli mobili, sono genericamente
distinte dalle velocita reali, date dalla (6.12).

Principio di d’Alembert
Sia t — x(t), x = (X1 ...xy) la soluzione dell’equazioni di Newton
m;x; = Fj(x,%,t) + ®,, j=1...N
con condizioni iniziali x(0) = x, x(0) = X¢. Siccome il vincolo ¢ ideale possiamo
scrivere

D [mi%s(t) = F(x(1),%(t),1)] - v; =0, ¥v=(vi...vn) € TuCi, Vi (6.13)

Jj=1

Definizione 19. Se wvale la relazione (6.13) diciamo che il sistema meccanico
soddisfa 1l principio di d’Alembert.

I vettori

g_;(q(t),t), - g—;(q(tﬂ),

con x(q(t),t) = x(t), formano una base di Ty C;, quindi le equazioni del principio
di d’Alembert si puo scrivere cosi:
N v
3 [k () — Fy(x(), %(8). )] ~%(q(t),t) =0, Vh=1...n, Vt. (6.14)
: h

J=1

Osservazione 19. Le equazioni (6.14) sono equazioni pure, cioé non vi appaiono
le reazioni vincolart.

Principio dei lavori virtuali

Dalla (6.14) possiamo ottenere una caratterizzazione delle posizioni di equilibrio
per i sistemi meccanici.
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Dato un sistema di N punti materiali soggetti a vincoli fissi, con varieta delle
configurazioni C, e forze attive F; (j = 1...N) indipendenti dal tempo, il punto
X9 = Xx(qo) € una posizione di equilibrio se

N
ZFj(XO’ 0) "V = 0, Vv = (Vl R VN) € TXOC. (615)

J=1

Definizione 20. Se vale la relazione (6.15) diciamo che il punto xg € C soddisfa
il principio dei lavori virtuali.

In modo analogo a prima il principio dei lavori virtuali si puo scrivere cosi:
X
> Fji(x(q0).0) - =2 (qo) =0, Vh=1...n, Vi, (6.16)

con xo = X(qo)-

Dal punto di vista storica, nella formulazione del principio (6.13), D’Alembert si
era basato sul principio dei lavori virtuali, interpretando il termine — Z;\le m;X(t)
come l'aggiunta di altre forze (dette forze di inerzia) al sistema meccanico. In
questo modo D’Alembert ricondusse i problemi di dinamica a quelli di statica.

Esempio 10. (Idealita del vincolo di rigidita)
Se denotiamo con @, e vy le possibili reazioni vincolari e le possibili velocita dei
punti P, si ha

Z@h~vh = Z@h~[vo/—i—wx (Xh—XO/)] =
h=1

h=1
= (Z @h> Vo +w X (Z(Xh — XO/) X ¢)h> = 0.
h=1 h=1

Infatti le @, sono forze interne di tipo classico, per cui

By =) By,
k=1
k#h
con
Dy, + Py, = 0, Dy, X T = 0.
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Capitolo 7
Equazioni di Lagrange

Consideriamo un sistema di N punti materiali soggetti a vincoli olonomi, con
varieta delle configurazioni C; al tempo t. Sia q — x/(q, t) un sistema di coordinate
locali per C;.

Proposizione 31. L’energia cinetica T € una funzione quadratica delle velocita
lagrangiane q. In particolare

T(q7 q7 t) - TZ(q7 qv t) + Tl (q7 qv t) + TO(qv t)a
dove T; € omogenea di grado j nelle . Inoltre Ty = %q - A(q,t)q, in cui A(q,t)
st chiama matrice cinetica ed é definita positiva.

Dimostrazione. Introduciamo la matrice delle masse

m1[3 0 0
M = 0o ... 0 M = diag{mq, my,my,ma, ..., my, my, my}
0 0 leg
. 1 : :
T<q7 q, t) = §U<q7 q, t) ' M’U(q, q, t) =
1 ox 8x> (n ox 8x)
- (gt 2 9" " o
= T+ T+ 1Tj
con
: 1, : Ix . 0x
To(q i t) = ~§-Aqt A= s Y
2((1> q, ) 2q (qv )q7 (a'hk)a Qpk 8Qh 8Qk
. : Ix ,,0x
Tiq . t) = blaqt)- b= (b, b)), b—X. 2%
1(q7 q, ) (q7 ) q, ( 1 ) ) aq@ ot
10x ox
T — 22X

103
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Mostriamo che A(q, t) & definita positiva. Siau = (uy,...,u,) € R” con u # 0.
Allora

A(g,t)u = Z 8X M—uhuk = (Z —uh) . (Z —uk>

5% oqy, g, gy,

infatti M & definita positiva e, se u # 0, > 7, a Xy, # 0, p01che ? e % SONo
linearmente indipendenti.

O
Introduciamo adesso una prima forma delle equazioni di Lagrange.
Definizione 21. Le funzioni
X j
n(a,ét }:F v(q,q,1),t) - =*(q,t), h=1..n  (T.1)

Aqn,

si chiamano forze generalizzate oppure componenti lagrangiane delle forze.

Osserviamo che la dipendenza da t nelle ()}, puo essere introdotta sia dalle forze
che dal vincolo.

Proposizione 32. Se t — x(t) soddisfa (6.13) allora t — q(t) data da x(t) =
x(q(t),t) soddisfa le equazioni di Lagrange

d oT ) oT ) i

con Q= (Q1...Qy).

Dimostrazione. 11 principio di D’Alembert si puo anche scrivere in modo conciso

Ix

M- _
8Qh

=Qn  h=1...n (7.3)

Quindi dobbiamo verificare che lungo le soluzioni delle equazioni di Newton si

abbia
dor orT 195'%

G T _pux-X h=1...n 7.4
D00 g Oy Y
Osserviamo che ad ogni soluzione ¢t — x(t) di (6.13) corrisponde localmente
un’unica mappa t — q(t) tramite la relazione
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1
U
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Mwv, con

v(q,q,1) Z =, + —=
Per h=1...nsi ha a7 5 5
il _U . X Mo
dqn g th
poiche g— = g—z, quindi
daor or d 8)( 8)( Md
dt 8qh dt 8qh th dt’
n cul
dv "L/ Ov ov . ov
= gt Gg) + G
Inoltre a7 5
of _ ov Mo,
dgn  Oqy
Dalle relazioni
d o " 02 i 0?
LD Pl S
dt 6qh 1 8qk8qh 8t8qh
oy P, OX
Iqn £~ 9qn Oy, g0t
scambiando 'ordine di derivazione si ottiene
dox _ v
dt 8qh - 8qh '
per cui
dor o _ox dv
dt aqh 6qh N 6qh dt

Si conclude osservando che lungo una soluzione ¢ — x(t), a cui corrisponde ¢ —

q(t), si ha
dv

—rlal),a(t). 1) = x().

O

Osservazione 20. La Proposizione 32 dice che il principio di D’Alembert é equi-

valente alle equazioni di Lagrange (7.2).
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Trasformiamo le equazioni di Lagrange (7.2) in un sistema di equazioni diffe-
renziali del primo ordine. Dalla relazione

) 1, ) )
T(q,q,t) = 54 A(q,t)q +b(q,t) - q+ c(q,t)

si ottiene a7

dunque le equazioni di Lagrange si possono scrivere

A(q,t)4 = F(q,q,1),

con
oT dA db
F 1.t) = 1.t — 1.t) — — 1. 6)q — — 1.t
(9,9,t) = Q(q,q,t) + 8q(q,q, ) g7 (9,9,t)q 7 (9,9,1),
dove
a_T — 1 % +8_b ~ +@
dqn 2 5C]hq oqn, d g,
dA "90A .  0A db <0b. b
o Z::a—qh%ﬂra, E_;(?—qhthra'

(7.5)

7.1 Forze conservative e lagrangiana

Definizione 22. Un sistema lagrangiano di N punti materiali soggetto a vincoli
olonomi con varieta delle configurazioni C;, dim(Cy) = n, e soggetto alle forze attive
F; =F,(x,t),j=1...N, si dice conservativo se esiste una funzione V(q,t) tale

. N OX i . .
che le forze generalizzate Qy = ijl F;- WXZ st rappresentino nel modo sequente:

ov

Qh(q,t)z—a—qh(q,t), h=1...n.

La funzione V' si chiama energia potenziale delle forze.

Se le forze F; sono conservative, con energia potenziale V(x), allora possiamo
scegliere

Vg, t) = V(x(a,1))
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infatti
1% N 8Xj
N an
= D_Filx(an)g Ha.t) = @nla.).
j=1

Nel caso di un sistema lagrangiano conservativo possiamo scrivere le equazioni
(7.2) nella forma

Gae@an - Sia@an-o (7.)
dove
Definizione 23. La funzione

L(a,q,t) =T(q,9,t) = V(q,?)
st dice lagrangiana, o funzione di Lagrange.

Chiamiamo sistemi lagrangiani i sistemi di equazioni differenziali del secondo
ordine della forma (7.6) per i quali

0*L . . . . .. .
W(q, q,t) e definita positiva per ogni q, q, t.
q

7.2 Lagrangiane equivalenti

Vale il seguente risultato

Lemma 1. Sia F(q,t) una funzione di classe C* e sia

dF < ~0F . OF
@~ 2oy

%%(%)_%(‘Z—on, h=1...n.

Dimostrazione. Osservo che

Allora si ha



108 CAPITOLO 7. EQUAZIONI DI LAGRANGE

per cui
4.0 (dfy _dOF S OE O
dt aqh N dt 6qh B P aqkaqh 8t8qh
Inoltre
o (dF —~ 0*F . *F
0 (Y 8 PE 0T
Oqn \ dt —~ qnIqs Iqnot
Si conclude usando la regolarita di F'.
O
Siano L(q, q,t), F(q,t) funzioni di classe C?. Se definiamo
. d
L(a,4.t) = cL(q,4.t) + - F(q,1), (7.7)

con ¢ # 0 costante, e

8F 8F
_F q7 th q7 875 ( )7

allora, dal Lemma 1 segue che L e £ definiscono le stesse equazioni di Lagrange.

Esempio 11. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Oxz con asse
Oz wverticale ascendente e si consideri un triangolo rettangolo ABC, con angolo
retto in A e angolo o in B, il cui lato AB scivola sull’asse Ox con legge oraria
A(t) = (s(t),0), dove s € C*(R;R) ¢ una funzione nota del tempo. Sul triangolo
puo rotolare senza strisciare un disco omogeneo C di massa m e raggio R. Sul disco
agisce la forza di gravita, di accelerazione g. Usando come coordinata lagrangiana
lascissa q del punto di contatto P tra disco e triangolo sul lato BC' del triangolo

i) scrivere la lagrangiana L del disco relativa al sistema di riferimento Ozz e
la lagrangiana L' relativa a un sistema solidale al triangolo;

i1) trovare una funzione F(q,t) tale che

d
L=IL+—F.
T dt
Nel riferimento Ozz le coordinate del baricentro G del disco sono
za(q,t) = s(t) + gcosa+ Rsina,  zg(q,t) =h — gsina + Rcos a.

Nel riferimento Axz’z', con assi Az’, Az’ paralleli ad Ax, Az rispettivamente, le
coordinate del baricentro G del disco sono

rg(q,t) = qeosa+ Rsine,  z5(q,t) =h —gsina + Rcosa
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Le lagrangiane del problema nei due riferimenti si scrivono rispettivamente:

L=T-YV, L'=T -V

con
1 1 1 3
T = -m|vg]* + zw - Igw = —m(=¢* + §* + 2 cos asq),
2 2 2 "2
V =mg(h — gsina)
e

1 1 3
T/ = §’I'I’I,|V,G|2 + éw . IGw = chf,

V' =mg(h — gsina) + m8(gcosa+ Rsin o).
Il secondo termine nell’ultima formula corrisponde all’energia potenziale delle forze
apparenti di trascinamento, che possiamo considerare un’unica forza —mse; ap-
plicata al baricentro G. Dimostriamo quest’ultima affermazione. Sia Fy, = —pse;
la densita di forza di trascinamento, p = m/(wR?) la densita di massa del disco C

e x(q,x') € R? le coordinate del punto x’ del corpo in funzione delle coordinate
lagrangiane q. La forza generalizzata corrispondente si scrive

ox . 195'% L0(xg —X4)
= | Fy = ,x’ dx’ = —pse /— ,x’ dx' = —ms—— =7
@ /c dqn (q ) pes c Oqn (q ) dqn

Questa forza generalizzata deriva dall’energia potenziale miéxy,, dove x, = xg —
X4 = qcosa + Rsina.

Esempio 12. Posso anche avere una coppia di lagrangiane equivalenti L, L, che
non soddisfano la relazione (7.7):

L(g.4) = (1 + ¢*)*¢", L'(g,q) = (1+¢°)¢,

Posso scegliere o = 4,5 =2,7v=06,6 = 3.

7.3 Invarianza delle equazioni di Lagrange

EQuAZIONI DI LAGRANGE
= _ZZ_. (7.8)

Verifichiamo che la forma delle equazioni (7.8) resta la stessa se operiamo un
cambiamento di coordinate, sollevato poi ai vettori velocita. Le equazioni (7.8)
risultano cosi la rappresentazione in coordinate locali di un’equazione differenziale
definita sul fibrato tangente alla varieta delle configurazioni.
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Proposizione 33. Consideriamo un sistema lagrangiano definito da una funzione
L(q,q,t). Sia q — ¢(q) una cambiamento di variabili di classe C%. Allora t —
q(t) e una soluzione delle equazioni di Lagrange per L se e solo se t — Q(t) =
¢(q(t)) € una soluzione delle equazioni di Lagrange per

£Q Q0 -L(¢7(Q. G (@0u).

Dimostrazione. Si introduce la trasformazione

@a) - eaan = (ol 5 @ar).

L G~ OL 0 (=08 -\ ~— OL 0¢p
oQy, - — 0qk 0Q), <; 0Q, QZ) o Pt ddx OQ),
per cui
d oL = dOLN\Og' = OL [~ %9
Inoltre

oL oL 0¢," oL 0 00" -\
oQn Za—%aéh +Z@Qkth (Z (%Sz Qz) B
= 0L 94! ¢y,
- Z dq, 0Qs, Z gy, (Z 5Qh8Qe )

Usando il fatto che ¢! & di classe C? si ottiene

doL oL ((d@L 6L)[8¢>] 1)@_1.

dtdgq  9q/Llog

dtoQ 0Q

Osservazione 21. La Proposizione 33 non vale se ¢ dipende anche da t.
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7.4 Energia potenziale generalizzata

Diciamo che le componenti lagrangiane delle forze (), ammettono un’energia po-
tenziale generalizzata V' se esiste una funzione V'(q, q, t) tale che

d oV oV
Q(qa qv t) = %a—q(qa qv t) - a—q(qa t)' (79)

Se esiste una tale funzione V', allora definendo L = T'— V' le equazioni di Lagrange
(7.2) si possono scrivere nella forma (7.6).
Notiamo che, se esiste V' che soddisfa (7.9), allora si ha

Via,q,t) = Vola,t) + Vi(a, 4, 1), (7.10)
con V}, omogenea di grado h (h = 0, 1) nelle q, infatti per ogni h =1...n si ha
dov oV V. PV ?V 0
AN OV OV OV gy Y Z}‘ %
dt 0qn  Oqn —\Iqddn—  04rIgn OtIqn 8%
dove

F;i=Fj(a,q,t) =F;(x(q,1),v(q,q,1),t).

Poiche le forze attive F; agenti sui punti del sistema possono dipendere solo dalle
loro posizioni e velocita e dal tempo, si ha necessariamente

82

Allora, integrando due volte la (7.11), si ottiene

V(q,q,t) = a(q,t) - q+ Vo(q, 1), (7.12)

per certe funzioni a = (ay,...,a,) e V. Se le componenti lagrangiane @, delle
forze ammettono un potenziale generalizzato, allora dalle (7.9), (7.12) si ottiene

i aVy . QOa
S B i
Q(q,4q,1) 24 (q,t) + B(a,t)q + o (q,1),

dove B(q,t) ¢ una matrice antisimmetrica, infatti

%3% 3753% 8—% -

- Oay, dag\ . Oay, Vo
= (G 5 B T

dov. v ia?v. PV oV
dtaqh 8qh 0
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Proposizione 34. Le forze apparenti ammettono [’energia potenziale generalizzata
V' = mag - (P —O) — %mw K (P— O —m x (P—0)-¥,  (7.13)

Scrivendo 1 vettori in coordinate nella base B si ha
V' =map - Rq — %m|w x Rq|* — mw x Rq - Rq, (7.14)

in cui q rappresenta le coordinate cartesiane di P — O’ nella base B ed R = (R;;)
con R;; = &} -&;. In generale non si riesce a distinguere tra i termini relativi alle
forze di trascinamento e quelli della forza di Coriolis.

Dimostrazione. La differenza delle energie cinetiche, 7" nel riferimento ' e T
nel riferimento 3, ci fornisce un’espressione per l'energia potenziale delle forze
apparenti che agiscono su un punto materiale di massa m. Per dimostrarlo basta
scrivere le equazioni di Lagrange di prima specie per il punto materiale in ¥’ ed
in X, utilizzando le stesse coordinate lagrangiane. Assumendo che sul punto non
agiscano forze nel riferimento X2, si ha

d 0 0 d 0 0

——T1' - —T'=Q), —— T - —T=0, h=1...n,

dt Oqp, Iqn dt dqp, Iqn
dove Y}, sono le componenti lagrangiane delle forze apparenti. Siccome le equazioni
devono essere le stesse, per differenza si ha

d 0 0
———(T'-T)— —(T'=-T) = Q, h=1...n.
Notiamo che i termini quadratici nelle velocita lagrangiane ¢ spariscono, infatti

1 . 1 )
T-T = §m|q|2 - §m|v0/ +w x Rq+ Rq)* =

1 1
= —ém\vo/|2 — §m|w X Rq|* —mvo - (w x Rq+ Rq) — mw x Rq - Rq
quindi possiamo scegliere V' =T" —T.
Utilizziamo adesso il Lemma 1. Il termine %m|vof
del tempo e puo essere tralasciata. Inoltre si ha

|2 & una funzione nota solo

d .
avowRq:aO/~Rq+v0/-(Rq—i—R<§1):aO/~Rq—i—VO/-(w><Rq+Rq>,

per cui possiamo sostituire —mver - (w X Rq + Rq) con magp - Rq.
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Proposizione 35. Nel caso particolare in cui & € costante possiamo definire se-
paratamente un’energia potenziale per le forze di trascinamento —mag, —mw X
(& x (P —0"), e perla forza di Coriolis —2mw X V'.

Dimostrazione. Considero un punto materiale di massa m con posizione P — O,

velocita v e accelerazione a’ relative a X', e rappresentate dai vettori q, ¢, q € R3

nella base B’. Sia inoltre w il vettore delle coordinate della velocita angolare in B.
Vale il seguente

Lemma 2. Se w é costante, esiste una matrice costante di rotazione Ry tale che
RoR'w = w, (7.15)
dove R ¢ la matrice di cambiamento di base da B' a B.

Dimostrazione. Se w & costante in X allora e costante anche in Y. Consideriamo

il sistema di riferimento 3" = O'R\H,n}, in cui

/ /
Ny, = Roey,

sono tali che 17;,(0) = e,
Il vettore & ¢ anche la velocita angolare di ¥” rispetto a X, e & ¢ costante
anche in ¥”. Le coordinate di & nella base B” sono date da RyR”w; si ha dunque

d
a(c.u x RyRTw) = 0.

Poiche per ipotesi si ha RyRT(0) = I, cioe RT(0) = R, sfruttando il fatto che
RoRT & un’isometria ed usando la continuita delle componenti di R si ottiene

RoRTw = w.
O

Nel seguito assumeremo per semplicita che Ry = I, cioe che al tempo ¢t = 0
I'orientazione del riferimento ¥ coincida con quella di . Da questo segue anche
che Rw = w.

Per ciascun termine F delle forze apparenti

—mXo —mw X (w X Rq) — 2mw x R4

cerchiamo una funzione V tale che

dov oV X
o g, =F- X 7.16
o ogn @ Aqn (7.16)
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con x = Rq, per cui

X _ o
8—% = Reh =€,
e la (7.16) diventa
dov oV ,
—— -~ =F-é€,
dt Ogn g

devo ottenere quindi le componenti di F nella base B'.
La forza di trascinamento dovuta al moto di O’ &

Ftr = —m)"(O/.
Tale forza ammette ’energia potenziale

V;f;"<qv t) = mj‘cO/ ’ Rq,

infatti
_ivf = —mXo - €
aqh tr h*
La forza centrifuga e
Feentr = —mw X (w X RQq).

Tale forza ammette ’energia potenziale'

1 1
‘/c/entr<q7 t) = _im‘w X Rq|2 = _§m|w X q|27

in cui abbiamo usato (7.15) ed il fatto che R ¢ un’isometria. Infatti

8‘/c/entr
—— = mwXq-wXe,=—-mwX(wxq)- e, =
o

= —mw X (wxq)-Re, = —mw x (wx Rq) - €], = Feenty - €),.
La forza di Coriolis ¢
Fcoor = —2mw X Rq.

Tale forza ammette ’energia potenziale generalizzata
VC/'or(qaébt) = quw X Rq =mq-w X q.

Infatti
a‘/CI’OT'

=mw X q-e, =mw X Rq- e,
Iqn

!Dalla seconda espressione di V/,

ontr S1 NOta che in effetti essa non dipende da .
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d VY, d
——=% = m—gXw-e,=
dt i, at 1 4
= mqXxXw-e,=—mwX Rq-ej,

per cui

dovg, — oV .
. or or — _2 R . / — F or / .

O

Consideriamo un sistema di N punti materiali P; ... Py e assumiamo che se
su di essi agiscano delle forze F;(x,x,t), j = 1...N che ammettono un’energia
potenziale generalizzata V(x, X, t), cioe

N

doy oV
aa‘&—;“

Se il sistema di punti e soggetto a vincoli olonomi e per ogni ¢ la mappa
q — x(q, 1)
rappresenta una carta locale, allora la funzione

V(q,q,t) = V(x(q,t),v(q,q,t),t)

e un’energia potenziale generalizzata per le forze agenti sul sistema vincolato,
infatti

dov. oV . dovV\Oov 0OV d 0v aVaox 0Vov
a@fa;—a%ﬂa*&a%ﬁ‘&%‘&%
o [d oy oVv10x oVrd (0x ov
—tﬂafﬁﬂ%+ab%ﬁ—a}
N
~ SFxan.v(aan.0 - 2 - Qlaq),
j=1
poiché
d (Ox\ Ov
@%ﬁ—%-

Esempio 13. Problema dei 3 corpi ristretto circolare piano nel sistema di riferi-
mento ruotante con la binaria.
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Siano P, P, i due corpi principali, di masse my, msy rispettivamente, e assu-
miamo che questi si muovano su orbite circolari nel piano Oé;€,. Sia a la distanza
|P, — P»| e G la costante gravitazionale di Newton. Possiamo scegliere le unita di
misura in modo che

a=1, my+mg =1, G=1.

Poniamo m = ms e consideriamo il riferimento ¥’ che si muove con la binaria
P, P, in modo tale che essa corrisponda alla direzione dell’asse Oz’ (vedi figura).
La velocita angolare di Y’ rispetto a 3 ¢ & = weés, con

w=1

per la terza legge di Keplero applicata a P;, P,. Inoltre, usando l'integrale del
centro di massa, si ha

IP,—Ol=m, |P,—0|=1-m.

Siano q = (2/,y’) le coordinate del punto P3, di massa trascurabile, nel riferimento
Y. L’energia potenziale per unita di massa delle forze che agiscono su Ps e

(1 —m) m 1 ) '
V — — — —|w X —mw - q X
PP P-P 5w xdl qxq
(1 —m) m

L, i) Iy /ey
- - — (" + — (2 —y'1).
\/(x’—m)2+y’2 \/(x/_1+m)2_'_y,2 2( Y ) ( Y Yy )



Capitolo 8

Simmetrie e integrali primi

In questo capitolo consideriamo sistemi lagrangiani della forma
——— — — =0, (8.1)

dove L(q,q,t) ¢ una lagrangiana di classe C? e descriviamo la relazione tra l'in-
varianza di L per una famiglia ad un parametro di trasformazioni e 1’esistenza di
integrali primi di (8.1).

8.1 Variabili cicliche

Considero un sistema lagrangiano definito da L(q, q, t).

Definizione 24. Se la coordinata q, non appare esplicitamente nell’espressione di
L allora si dice che qi e ciclica, o ignorabile.

Definizione 25. Chiamiamo momento coniugato alla coordinata q la quantita

oL

Proposizione 36. Se la variabile qi e ciclica in L, allora il corrispondente mo-
mento coniugato py, definito da (8.2) é un integrale primo.

k=1...n. (8.2)

Dimostrazione. Segue immediatamente da (8.1).
U

Chiaramente la proprieta di avere una o piu coordinate cicliche dipende dalla
scelta delle coordinate, quindi non ¢ una proprieta intrinseca del sistema lagran-
giano considerato.

Anche quando la variabile temporale ¢t non appare esplicitamente in L abbiamo
una legge di conservazione. Vale infatti la seguente

117
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Proposizione 37. (Integrale di Jacobi) Se la lagrangiana L non dipende da t

allora la funzione
, oL, .. . .
J(aq,q) = _aq(q’ q)-q— L(q,q) (8.3)

¢ un integrale primo del sistema lagrangiano (8.1).

Dimostrazione.

dJ doL . 9L . 9L . OL

ST, - = .q—-=.=0
it —diog 1T g dq aq 1

lungo le soluzioni di (8.1).

Osserviamo che se la lagrangiana L e della forma
Lo+ Ly + Lo
con L; funzione omogenea di grado j in q, allora
J =Ly — Ly.

Infatti, per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee si ha

oL,

22— L., §=0,1,2.

8.1.1 Riduzione di Routh

Assumiamo che L = L(y,X,y,t) con x = (x; ...xs) variabili cicliche e che g—qé sia
definita positiva. Consideriamo la soluzione

t=q(t) = (x(t),y(1))

del sistema di equazioni di Lagrange definito da L, con condizioni iniziali

X0, Yo, X0, Yo

per t = 0. Siano
oL
_ oL < v 0
C 8}-{(}’0,)(0,}’07 )

il valore del momento py, coniugato a x, costante lungo la soluzione q(t), e

V(y7 y? t? C)
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la funzione definita implicitamente dalla relazione

oL

g(y,V(y,y,t,C),y,t) =c

che si puo definire grazie al fatto che

0*L

2’L
G2’

. . 2 N . .. . JERN . . . .
Infatti la matrice % e definita positiva poiché € un minore principale di

e definita positiva. In queste ipotesi vale la seguente:

che

Proposizione 38. La mappa t — y(t) é la soluzione delle equazioni di lagrange
definite dalla lagrangiana ridotta

x=v(y,y,t,c)

con condizioni iniziali
y(0) =yo, ¥(0)=yo
e la mappa t — x(t) é definita da

x(t) = x(0) +/0 v(y(7),y(7),7,¢c)dr. (8.5)

Dimostrazione. Per la regola di derivazione di funzioni composte abbiamo

OLR oL oL ov
.C 7'7t - A 7)'(7‘71: + - 7)‘(7‘71: —C)- ¥ "’t’C
o (y:y:1) [ayh . %3:1) (8X :%.3¢) ) Y ¥ )] *=v(y.¥.t:)
OL o
= |:a—<yux7y7t)]
yh X:V(Y7Y7t7c)

lungo la componente y(t) della soluzione q(t). Analogamente lungo y(t) abbiamo

oLE oL .
a—yh<y7y7t> - [a—yh<y7x7y7t)]

x:V(y7y7t7c)

Quindi la mappa t — y(#) risolve le equazioni di Lagrange per LZ. L’equazione
(8.5) si ottiene immediatamente integrando la relazione
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Osservazione 22. Se L = Ly + Ly + Lo, con Ej omogenea di grado j in X, allora
per il teorema di FEulero sulle funzioni omogenee si ha

x=v(y,y,t,c)

Esempio 14. (moto centrale piano) Usando coordinate polari p, 6 la lagrangiana
si scrive

1 :
L(pv 97 P 0) = §m(p2 + p202) - V(ﬂ)a
quindi la variabile # e ciclica e il suo momento coniugato
oL 9
a6 "

e un integrale primo. Sia c il valore di tale integrale in corrispondenza alle
condizioni iniziali

Do

Po, 907 pO; 90
assegnate al tempo ¢t = 0. La lagrangiana ridotta e

2

) 1 .
Li(p,p) = 5mp* =V (p)

C 2mp?
Introducendo I'energia potenziale efficace

CQ

Vi (p) =V(p) + 2

e usando la Proposizione 37 si ottiene che il sistema lagrangiano a un grado di
liberta definito da L ha l'integrale primo

. 1 .
JcR<p7 p) = §mp2 + ‘/CR<p)7

che corrisponde all’integrale di Jacobi del sistema a due gradi di liberta ristretto

al vincolo dato da %(p, p,0) = c:

c
JR ) ) = J( ) '7 —)
e (ps p) PP
Esempio 15. (coordinate jacobiane nel piano) Consideriamo tre punti di massa

unitaria che si muovono nel piano sotto I'azione di forze elastiche, con energia
potenziale

k
V(x1,Xg,X3) = §(|X1 — X2|2 + |x; — X3|2 + |x3 — X3|2)7
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dove x1,x%2,x3 € R? sono le coordinate cartesiane dei tre punti e k& > 0 ¢ una
costante. Mostriamo che nelle coordinate &, n, ¢, definite dalle relazioni

X1+X2+X3 X2—|—X3
3 ’ 2

la lagrangiana del sistema non dipende dalle due componenti di €. Infatti, detta

£= (8.6)

N = X3 — Xy, CZXl_

(Xla X2, X3) = (Ea n, C) = q)(Xla X2, X3)7
la trasformazione di coordinate definita in (8.6), la sua inversa ha componenti

1 1 1 1

2
X1=€—§77—§C, X2:€+§77—§C, X3:5+§C7 (8.7)

quindi 'energia potenziale V =V o &1 nelle nuove coordinate si scrive

k
V(Em.Q) = 5(I¢+ 1 +1¢ = 2 + nl).

Inoltre, sollevando la (8.6) ai vettori velocita, possiamo scrivere 'energia cinetica
come segue:

1,. ) ) 1, 1 . 2 .
T = 5(\X1\2 + |%af* + [%5]?) = 5(3|€\2 + 5\"7|2 + §|C\2)-

Osserviamo che la lagrangiana L = T'— V non dipende dal vettore &.

8.2 Teorema di Noether

Ricordiamo le proprieta dell’azione ¢ : U x G — U di un gruppo a un parametro
di diffeomorfismi G su un insieme U. In particolare consideriamo G = R, U = R".

i) ¢o : R" — R" & un diffeomorfismo per ogni o € R;
i) o = 1d:
iii) Gotp = Pa 0 ¢Pp per ogni a, 5 € R;

La (iii) si chiama proprieta di semigruppo.
Useremo anche la notazione ¢(q, @) e assumeremo in seguito che le mappe ¢
siano di classe C? nella coppia di variabili (q, «).

Definizione 26. Dato un gruppo a un parametro di diffeomorfismi ¢,(q), si dice
generatore infinitesimo dell’azione il vettore
¢

£(q) = 8—a(q, 0). (8.8)
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Proposizione 39. Ogni azione ¢ il flusso del suo generatore infinitesimo.

Dimostrazione. La tesi segue dalla definizione di derivata e dalla proprieta di
semigruppo:

3_(/{,( o d(q,a+h) —(q,a)
R a) = n0 h -
i @O0 Z$(P0.0).0) 08 ) o) g(g(q, o))

Nel contesto delle varieta ho bisogno di restringermi ad un’azione locale (gruppo
a un parametro locale di diffeo).

Si consideri 'azione di un gruppo G a un parametro locale di diffeomorfismi di
classe C? sulla varieta delle configurazioni C:

q— Q= ¢a(q) = ¢(q, ),
e la corrispondente azione indotta sul fibrato tangente 7C:
. : 0¢ ,
(a.4) = (Q Q) = (#la,0). 5 (a.0)4)

Vale il seguente

Teorema 3. (Noether) Se la Lagrangiana L : R" xR™ xR ¢ invariante per ’azione
indotta su TC per ognit € R, cioé

. 0 .
L(q,q,t) = L((b(q, a), 8—q(q, a)q, t), (8.9)
allora le equazioni di Lagrange ammettono lintegrale primo

I(q,q,t) = p(q,q,t) - &(q). (8.10)

dove p = ‘g—g ¢ il momento coniugato a q e & é il generatore infinitesimo dell’azione
Gu, dato dalla (8.8).

Dimostrazione. Deriviamo la (8.9) rispetto ad a e valutiamo il risultato in oo = 0:

0 (ol .
0 = g He@a) Gi@aar) -
oL, . . 0¢ oL R

8—q(q,q,t) : 8—a(q,0) + %(q,q,t) : 6,()@(1((1,0)(1,
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in cui abbiamo usato

0

dq
Lungo le soluzioni ¢t — q(t) dell’equazione di Lagrange, scambiando I'ordine di

derivazione e ricordando la (8.8) si ha

~doL, . = 0¢ oL, . ’¢ -

- t(Gaan ea)

#(q,0) = q, (q,0) = Id.

quindi
oL
Faan = 0L o
(q,q,t) 6,(.1(01,<11,1t) £(a)

e un integrale primo del sistema lagrangiano.

Esempio 16. Considero la lagrangiana

) 1 .
L(q,¢) = §m|q|2 — V(lal), q R’

relativa al moto di un punto materiale P di massa m in R?, soggetto ad una forza
centrale, di centro 'origine del sistema di coordinate, con energia potenziale V. La
lagrangiana L ¢ invariante per I'azione ¢(q,a) = R,(a)q dove R,(a) ¢ la matrice
di rotazione di un angolo « attorno all’asse Oa.

Il generatore infinitesimo dell’azione e

€(q) =axq

in quanto R,(a) = exp(aA), dove A ¢ la matrice antisimmetrica associata ad a
tramite la relazione

Au=a x u, per ogni u € R,

come si vede calcolando esplicitamente la soluzione generale dell’equazione diffe-
renziale lineare
u = Au.

Dal Teorema di Noether si ottiene l'integrale primo
I{q,q) =maxq-q=mqxq-a

per ogni scelta di a € R?. Dall’arbitrarieta di a otteniamo quindi la conservazione
del momento angolare rispetto al centro O.
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Mostriamo adesso come si trasformano i flussi in corrispondenza ad un cam-
biamento di coordinate.

Proposizione 40. Sia ®'(x) il flusso integrale dell’equazione differenziale
x = F(x) (8.11)
ed'y = u(x) un cambiamento di coordinate. Sia inoltre

y = G(y), (8.12)

Ju 1
G—(a—XF)Ou ,

lequazione differenziale corrispondente a (8.11) nelle coordinate y. Allora la
mappa

con

Ul(y)=uo® oul(y) (8.13)
¢ il flusso integrale di (8.12).
Dimostrazione. Derivando la mappa W'(y) definita da (8.13) rispetto al tempo e

usando la relazione )
a —
F = ( v G) ou

dy
si ottiene
Lo on(y)) = TH@ ou(y) T (@ ou(y)) =
_ g_;(cbt oul(y)) F(® ou'(y)) =
= (2T @t ou ) Gluo @ ou(y) -

= Guo®'ou(y)).
0

Nella dimostrazione della prossima Proposizione useremo il seguente risultato
della teoria dei sistemi dinamici:

Teorema 4. (rettificazione del flusso) Sia (x,t) — ®'(x) il flusso dell’equazione
differenziale
x=F(x), xR,
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e assumiamo che esista X € R" tale che F(X) # 0. Allora esiste un intorno U di
X ed un cambiamento di coordinate locale

Usx—y=u(x) eV,
con V intorno di'y = u(X), tale che
u oW (y)=® oul(y), (8.14)

dove
U'(y) =y +te.

Dimostrazione. A meno di traslare l'origine e rinumerare le coordinate possiamo
assumere che

X =0, Fi(X) #0,
dove Fi e la prima componente di F. Consideriamo la mappa
W<y) = o (07 Y2, - 7yn)

Dalle relazioni

ow ow ,
si ottiene 5
W
det E(O) = F1<0),

quindi w definisce un diffeomorfismo locale da un intorno V di y = 0 ad un intorno
U di x =0. Ponlamou=w"1:U — V.
Ponendo

U'(y) =y +te

e usando la proprieta di semigruppo del flusso si ottiene la (8.14), infatti
wo W(y) = @ (0,ys,...,y,) = ' o w(y).
O

Proposizione 41. Sia L(q,q,t) una lagrangiana invariante per l'azione ¢,. Sia
inoltre q una configurazione per cui £(q) # 0, dove € ¢ il generatore infinitesimo
di ¢o(q). In queste ipotesi esiste un intorno U di q ed una trasformazione di
coordinate

U>q—Q=1¥(q)
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tale che la coordinata Q1 (i.e. la prima componente di Q) sia ciclica nella lagran-

giana
£Q.Q.0 - L Q. T @0, (5.15)

che per la Proposizione 33 definisce la dinamica nelle coordinate Q.

Dimostrazione. Considero q tale che £(q) # 0, con £(q) = 8a(q, 0). Per il teorema
di rettificazione del flusso (vedi Teorema 4) possiamo trovare un cambiamento di
coordinate Q = ¥(q) in un intorno di q tale che nelle coordinate Q 'azione ¢,
che e il flusso del suo generatore infinitesimo, si scriva nella forma

7:(Q) = Q + tey.

Per la Proposizione 40 abbiamo anche
Na=Wogp,oW !

Inoltre la lagrangiana L, definita da (8.15), & invariante per I’azione 7, infatti

) ow—! :
£@.Q0 = L(¥(Q,55-@ar) -
B s 0o OB
= L(pao® (@), G 0¥ (Q) e Q1) =
or—1 N, .
= L oma(Q) g o m( QG5 Q1) =
— L.(Q). S5 (QQ.1) = £(Q-+ e, Q1)
Infatti, da
vl OMNa = ¢a ow!
e ow- 9 ¢ 0w
5 ° Qg Q=31 0T QT4 (QQ
Ne segue che L € indipendente da (), infatti
L : T E(Q+he1,Q,t)—£(Q,Q,t) _
T@(Qa Qat) = }LIL% h =0.



Capitolo 9
Equilibri e stabilita

Considero le equazioni di Lagrange

do 0
5 - Go(a.d) = Qa.a), (9.1

per vincoli fissi, cioe T' = Ty, = %q - A(q)q, e per forze non dipendenti da ¢. Le
(9.1) si possono scrivere nel modo seguente:

A(q)q = F(q,q) (9-2)

con
orT d
Fla.d) — A e Lia 5
(9:4) = Qla,4) + 5-(a,4) — 7 [Ala)] 4
Poiché A ¢ definita positiva, le (9.2) si possono mettere in forma normale ed
equivalgono al sistema di equazioni del primo ordine

q=v
{ v=A"(qQF(q,v) (9:3)

Poiche F(q,0) = Q(q,0), i punti di equilibrio sono della forma (q,q) = (qo, 0),
con

I valori qq, soluzioni di (9.4), si chiamano configurazioni di equilibrio.

Se le forze attive derivano da un’energia potenziale generalizzata V(q,q) =
Vo(a) + Vi(q,q), con Vi(q,q) = a(q) - q, possiamo scrivere la lagrangiana

La.4) = 34 Ala)d — Via ).

In questo caso I’equazione

MV

%(qo) =0 (9-5)

127
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definisce le configurazioni di equilibrio, infatti dalla relazione

dovy o0Vy 0V

Q:an_aq_aq

si ottiene 5V
20

9.1 Linearizzazione attorno a un equilibrio

Considero un punto di equilibrio (qg, 0) ed analizzo la sua stabilita linearizzando
le equazioni (9.3) attorno ad esso.
Le equazioni linearizzate sono

{ a=v | (9.6)

v = A7 (a0) |92 (a0, 0)(a — a0) + 2 (a0, 0)v

Se le forze attive derivano dall’energia potenziale V(q,q) = Vo(q) + a(q) - q si

ha Q(q,q) = —%—?(q) + B(q)q (vedi Sezione 7.4) e le equazioni linearizzate sono

{ q —7 -1 " (97)
v =—A"(qo) [V{'(q0)(a — qo) — B(qo)V]
dove B € antisimmetrica con componenti B;; = gg; - g%j. Le (9.7) sono le equazioni

di Lagrange per la funzione

Lola,@) = 5a- Alan)d — Volao) — 3 (a— ao) -V (a)(a )
- fatan) + St@a - a)] 4 (08

che ¢ lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di L(q,q) in (qg,0). Verifichiamo
che le (9.7) corrispondono alle equazioni di Lagrange per Ly. Dalle relazioni

8L0 N . 8a 8[/0 . " % T.
8—('1 = A(Qo)q—a(%)—8(1((10)((1—(10)7 aq =—-W (do)(a—qp) [8(1((10)} q
si ottiene

d 0Ly 0Ly B . Oda Oa Ty | "

iaa aq = AMad— (G (a) ~ [5o(a0)] Ja+ Van(a—a),

che dimostra che le equazioni di Lagrange per Ly corrispondono alle (9.7).
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Nel caso particolare in cui V' = Vj si ottiene

Lol ) = 54 Alan)d — 5(a— a) - V" (a0)(a — ao). (99

Le equazioni di Lagrange per (9.9) sono

Alqo)d + V" (ao)(a —qo) =0 (9.10)

e si possono scrivere come

{ 3 ] — Aqo) { £ ] , (9.11)

A(qo)zl_Alg,,(q()) H [fj]:{q;qo]

In questo caso la matrice del sistema linearizzato ha autovalori che dipendono solo
dagli autovalori di A~'V"(qq). Siccome A(qg), V" (qo) sono simmetriche, con A de-
finita positiva, sappiamo (vedi Sezione 9.7) che gli autovalori A, di A=1V"(qp) sono
reali e che possiamo trovare una base di autovettori B = {uy}=1.., ortonormali
rispetto al prodotto scalare definito da A(qp), cioe tali che

con

uy, - A(qo)ug = Opi-
Tali autovalori si possono calcolare risolvendo I’ equazione secolare
det(V"(ao) — AA(qo)) =0,
evitando quindi di calcolare A7*(qg). Inoltre si ha
up - VH(CIO)U-k = uy, - M\eA(qo)ur, = AgOnr,

cioe nella base B entrambe le matrici A(qg), V" (qo) sono in forma diagonale.
Se {\n}h=1..n, sono gli autovalori di A=1V"(qy) allora gli autovalori di A(qp)
sono
+ —)\h, h=1...n.

In particolare, se Ay < 0 per qualche k allora (qg,0) ¢ instabile perché il sistema
(9.11) ha un esponente di Lyapounov positivo.

Se A\, > 0 per h = 1...n allora gli esponenti di Lyapounov sono tutti nulli ed
il metodo di linearizzazione non ci permette di concludere sulla stabilita di qg. In
questo caso possiamo usare il metodo della funzione di Lyapounov, come discusso
nella prossima sezione.
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9.2 1l teorema di Lagrange-Dirichlet
Si consideri un punto di equilibrio xq del sistema di equazioni differenziali
x = F(x), x € R"™. (9.12)

Definizione 27. Una funzione f € CYU;R), definita in un intorno U di un
punto di equilibrio xo di (9.12), € una funzione di Lyapounov per Xy se valgono le
sequenti proprieta:

i) f(x) > f(xo) per ognix € U\ {xo}

o d :

i) %f(x) <0 per ognix € U.

Vale il seguente risultato:

Teorema 5. (Lyapounov) Se un punto di equilibrio ammette una funzione di
Lyapounov, allora e stabile.

Dimostrazione. ... O

Teorema 6. Considero il sistema lagrangiano definito da

Lla.d) = 5a- Ala)d ~ Vo(a) — Vi(a, ). (9.13)

Se qog ¢ un minimo locale stretto di Vo allora é una configurazione di equilibrio
stabile.

Dimostrazione. Si osserva che qp € una configurazione di equilibrio in quanto
soddisfa (9.5). Siccome la lagrangiana (9.13) non dipende da ¢, allora la funzione

J(q,q) = %q - A(Q)q + Vo(q)-

e un integrale primo delle equazioni di Lagrange per L (integrale di Jacobi). Inoltre
(qo,0) € un punto di minimo locale stretto per J(q, q), quindi si puo usare J(q, q)
come funzione di Lyapounov relativa al punto (q,q) = (qo, 0) restringendola ad
un opportuno intorno di tale punto.

O
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9.3 Analisi della stabilita dei sistemi lagrangiani

Nel caso in cui le forze generalizzate siano conservative, con energia potenziale
V = V4(q), l'analisi del solo spettro di V"(qq), dove qo € una configurazione di
equilibrio, ci puo permettere di studiare la stabilita dei punti di equilibrio di (9.11).
Se V"(qp) ha tutti gli autovalori positivi allora qg € un minimo stretto (non de-
genere) di V, quindi il punto (g, 0) ¢ stabile per il teorema di Lagrange-Dirichlet.
Se V"(qo) ha un autovalore p < 0 con autovettore v, sia v.= ), vpuy
Pespressione di v come combinazione lineare degli elementi della base B. Allora

0 > pulvP=v-V'(q)v = Z vpopy, - V7 (qo)uy = Z vpupAuy - A(qe)uy =

h—1 h—1
n n
2
= E Uhvk)\k(shk:g Vjy Ans
hok—1 h=1

quindi esiste k con A, < 0 ed il punto (qp, 0) & instabile.

9.4 Stabilizzazione con termini girostatici

Se le componenti lagrangiane delle forze attive ammettono un energia potenziale
generalizzata V' (q, q,t) = Vo(q,t) + Vi(q, q, t) & possibile che un punto di massimo
di Vj sia stabile: infatti la presenza del termine V; modifica lo spettro del linearizza-
to, anche se non modifica gli equilibri. Questo fenomeno si chiama stabilizzazione
girostatica.

Esempio 17. (oscillatore armonico in un riferimento rotante)

Fissiamo un sistema di riferimento ¥ = O é1&5é3 in R3. Consideriamo un punto
materiale di massa m collegato all’origine O del riferimento da una molla di costante
elastica k. Scegliamo delle condizioni iniziali X, X per il punto al tempo t = 0. Siccome
il campo di forze é centrale, dalla conservazione del momento angolare sappiamo che il
moto & piano. Possiamo quindi orientare il riferimento 3 in modo tale che, per queste
condizioni iniziali, il moto avvenga nel piano Oxy. Consideriamo adesso un riferimento
Y = 0'ejehél, con O' = O, e con velocita angolare costante @ = wés, w # 0, rispetto a
3.

La stabilita dell’origine per l’oscillatore armonico é nota a priori in 3, e vale anche
in . Introduciamo coordinate cartesiane q € R3 relative a X' e studiamo la stabilita
dell’equilibrio qo = 0 nel riferimento rotante con il metodo della linearizzazione.

L’energia potenziale, tenendo conto delle forze apparenti, é

. 1 1 . 1 )
V(gq,q) = §k\q\2 — §m\w X q]z +mq-wxq= §q- (k[+m(22)q+mq-w x q, (9.14)
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con
0 —w O

0= w 0 0

0O 0 O

Possiamo scrivere la (9.14) come V = Vi + Vi, con V; omogenea di grado j in q.

Gli equilibri (in questo caso solo qyp = 0) si ottengono cercando i punti critici di Vj.
Se w? > % allora V' ha autovalori negativi, quindi se considerassimo solo il termine Vp
per lo studio della stabilita si otterrebbe che l'origine e instabile.

Includiamo adesso anche Vi nello studio della stabilita. Le equazioni del moto
corrispondenti all’energia potenziale (9.14) si scrivono

d=—-——q-wx (wxq)—2wxq
m
oppure, come sistema del primo ordine,

($)=2(%) AZL(%IOW% o0 ]

Dato che la terza componente di q e di q € identicamente nulla, possiamo descrivere il
moto con il sistema

(v)=r(e) =l ]

k 0 -1
Z:(Qh(h)Ta /BZWQ__a J:|: :|
m
Gli autovalori di I' si ottengono dall’equazione

det(I' = M) = M +2(2w? — A2+ 52 = 0. (9.15)

dove

1l discriminante é
2/ 2 2 k
A = 16w” (w” — B) = 16w”— > 0,
m
quindi le radici \* di (9.15) sono reali e distinte. Inoltre, dato che 2w? > B, per la
regola dei segni di Cartesio le radici A sono negative o nulle e gli autovalori di T sono
immaginari puri o nulli:

)\172 = :I:iw, )\3,4 = :I:iw', w' 75 w.

Da questa analisi spettrale non possiamo concludere la stabilita dell’origine, pero non
possiamo nemmeno escluderla.

Osservazione 23. L’esempio precedente mostra che nel teorema di Lagrange-
Dirichlet l'ipotesi che qo sia un punto di minimo stretto per Vy é una condizione
sufficiente, ma non necessaria, per la stabilita di qo, infatti

Vy = kI +mQ? = (k —mw?)I

e, se w > \/k/m, allora qo = 0 € un punto di massimo per Vj.
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9.5 Piccole oscillazioni attorno a un equilibrio
stabile
Assumiamo che la lagrangiana abbia la forma
L=T,-V,

e che qp sia un minimo non degenere di V.
Calcolo gli autovalori generalizzati A\,, h = 1...n, soluzioni di

det(V"(qo) — AA(qo)) = 0.
Osservo che i A, sono tutti > 0, infatti
>\h = )\huh . Allh = Uy - V”uh.
La soluzione generale del sistema (9.10) e
q(t) =qo + Z cp cos(wpt + pp)uy,
h=0

con ¢, >0, oy € St wy = VA > 0.
Le quantita wy, si chiamano frequenze proprie del sistema e le famiglie di
soluzioni particolari

cp cos(wpt + op)up, h=1...n

si chiamano modi normali di oscillazione attorno all’equilibrio qg.

9.6 Alcuni esempi

Esempio 18. Si consideri il sistema meccanico in Figura 9.1. Calcolare tutti gli
equilibri e studiarne la stabilita al variare dei paramentri.

L’energia potenziale ¢ data da
1 1
V(0.0) = shi(P— AP +1Q—BP) + klP - QP
= 2ki(cos ¢ — cosf) — kg cos(¢p — 6) + costante.

Gli equilibri sono le soluzioni di

aa_‘g(aa ¢) = 2kysinf — ko Sin(¢ — 9) =0
8‘/(9, ¢) = —2kysin¢g+ kasin(¢ —0)=0

¢
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P
A @me B
3 _;\

Figura 9.1:

Sommando le due equazioni si ha
sin f = sin ¢ (9.16)
e sostituendo nella prima
sin 0[2ky + ka(cos ¢ — cos )] =0
Abbiamo quindi le quattro configurazioni di equilibrio
(0,6) = (0,0); (0,m); (m0); (m,) (9.17)

e, se k1 < kg, anche le due configurazioni (6, ¢) = (0, $), con 6 soluzione di cos 6 = ki /ks

e ¢ =7 — 6. Studiamo la stabilita di questi equilibri. Le derivate seconde di V' sono

0*V
oo ¥ = Theosto=0)
2
%(9’ ¢) = —2kycoso+ kycos(op—0).

Considero la matrice hessiana V" di V valutata nelle configurazioni di equilibrio (9.17):

1" | 2k1 + ke —ko 1" | 2k — ke ko
Vv (070) - |: _k2 _le + k;2 ’ 4 (077T) - kjg 2]{31 — k2 ’
" . —2k1 — ko ko " . —2k1 + ko ko
Vi(m,0) = [ ko —2%k —ky |’ Vim,m) = ko 2k1 + ko |
Dalle relazioni
det V”(0,0) = —4k7, det V" (m,7) = —4k3,

det V”(?T, 0) = 4]{31(]{31 + kﬁg), tI‘V”(?T, 0) = —2(2]{31 + k‘Q)
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si ottiene che (0,0), (m,0), (7, 7) sono instabili, poiché in tali punti V" ha almeno un

autovalore < 0.
Invece, dalle relazioni

det V”(O,ﬂ') == 4](51(]{51 - k‘Q), tI‘V”(O,ﬂ') == 2(2k1 - kﬁg),

si ha che la configurazione
Infine, osservando che cos(

7r_) ¢ stabile se kil > ko, inst_abile se _kl < ks.
) = cos(m — 20) = — cos? § + sin? 0 si ottiene

(0,
¢ —

o o M ysin?d 5 kysin?d
V'@, 7 —0) = V"(—0,7 +0) = ,]z%+ 2 sin 4 ]123 2 sin an
é—kgsin29 k—;+/<:gsin29
da cui

2

_ _ _ _ _ k _
det V(0,7 — ) = 4k?sin® > 0, trV"(0,m —0) = 2(1?1 + ko sin? 9) > 0.
2

Si osserva che c¢’¢ una biforcazione per k; = ko: equilibrio (0,¢) = (0,7) da stabile

diventa instabile e nascono due nuovi equilibri stabili (8, ¢) = (0,7 — 0), (= — 6,0).

Esempio 19. Nel piano Oxy si consideri il sistema meccanico formato da n punti
matertali Py ... P, di ugual massa m. Il punto P; e vincolato a muoversi sulla retta
x=1,1=1...n. Inoltre ogni P; ¢ collegato ai punti P;_y e P;;1 da due molle
di costante elastica k, dove si ¢ posto Py = (0,0), P,a1 = (n+ 1,0). Si usano
come coordinate 1 valort ¢; = y;,1 = 1...n delle ordinate dei punti P;. Scrivere le

equazioni di Lagrange, trovare i punti di equilibrio e studiarne la stabilita.

L’energia cinetica e potenziale del sistema sono

n

1 < 1.« 1
T = Em,;qz’ V= §khzo |Ppyq — Ph]2 = 5]{ hzo(qhH — qh)2 + costante

dove go = gn+1 = 0.

Dimostriamo che 'unica configurazione di equilibrio ¢ (y1,...,yn) = (0,...,0).

equilibri sono soluzioni di
Var = —k(qns1 — 2qn + qn—1) = 0, h=1...n.

Ottengo il sistema lineare M q = 0, con

2 -1 0 ... 0
-1 2 -1 . 0

M=1 0 -1 2 . 0
.

0 0 -1 2|

Gli
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Sia A un autovalore di M, con autovettore v. Allora

n n
v My = 2(21’}21 - th+1vh) = [(v1 —v2)? + ..+ (01 —vp)® + 0] + 0] >0
h=1 h=1

ed ¢ nullo solo se v = 0. Questo ci dice che M ¢ definita positiva, quindi g = 0 ¢ 'unica
soluzione di Mq = 0.

Tale configurazione di equilibrio & stabile, come si vede applicando il teorema di
Lagrange-Dirichlet, dato che V ha sicuramente un minimo stretto in q = 0. GIi
autovalori della matrice hessiana V" = kM sono tutti positivi e distinti.

9.7 Diagonalizzazione simultanea di forme qua-
dratiche

Considero le forme quadratiche
a(x) = x - Ax, b(x) = x - Bx, x € R"
con A, B matrici di ordine n simmetriche, A definita positiva. L’insieme di livello
Ea={xeR":a(x)=1}
e un ellissoide, quindi € compatto. Dunque esiste x; € £4 tale che

b(x1) = min b(x).

x€e€A

Il vettore x; ¢ un punto stazionario di b(x), vincolato a £4. Dal metodo dei
moltiplicatori di Lagrange si ottiene

BX1 = )\gl)Axl, X1 AX1 = 17

per cui x; € 4 ¢ autovettore di A~'B con autovalore A" = b(x;).

Sia 8"~ ! = x7 il sottospazio di dimensione n — 1 costituito dai vettori di R"
ortogonali a x; rispetto al prodotto scalare definito da A. Denoto con 52_2 =
E4NS™ ! Pellissoide di dimensione n — 2 e cerco X» tale che

b(xy) = min b(x).

xe&n2
Dal metodo dei moltiplicatori di Lagrange

BX2 = )\éQ)AXQ + AgQ)AXh X9 - AX2 = 1, X9 - AX1 =0. (918)
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Moltiplicando scalarmente per x; la prima delle (9.18) e usando la simmetria di A
e B si ottiene

)\52) =X Bxy =Xy Bx; = )\51)X2 - Axy =0,

per cui X, € £4% & autovettore di A™'B con autovalore AP = b(xy). Tale
procedimento si puo iterare cercando per ogni £k = 3...n un vettore x; € R"
tale che

b(xy) = glgg}k b(x),
XSea

con &77F = £,N8"F+1 ed S **1 il sottospazio di dimensione n—k -+ 1 costituito
dai vettori di R™ ortogonali a x1,...,x;_1 rispetto al prodotto scalare definito da
A. In questo modo trovo una base B = {xy,...,x,} di autovettori di A~'B
ortonormali rispetto al prodotto scalare definito da A, con autovalori reali

)\1 = b(Xl), )\2 = b(Xg), c. )\n = b(Xn),

dove \; = )\gj ). Per calcolare esplicitamente gli autovalori A; si risolve 'equazione
secolare
det(B — AA) = 0.

Denoto con U la trasposta della matrice che ha come colonne i vettori della base
B. Osservo che si ha

UTAU =1, UTBU = diag(\; ... M), (9.19)

9.8 Equilibri relativi nel problema dei 3 corpi
ristretto circolare piano

Scegliendo le unita di misura in modo che
m1+m2:1, |P1—P2|:1, G=1

si ottiene la lagrangiana indipendente dal tempo

.. 1 . .
L(Q17q27q17q2) = _(Q% + q%) - V(qlan)
2

dove ] 1
. . —m m
Vg, q) = —5(61? +¢3) — (qudo — q2d1) — - —,
™ T2
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con

TlZ\/(ql—m)2+Q§, rz=\/(ql—1+m)2+q;?’-

Posso anche scrivere

. 1, . )
L(qi, q2, 41, ¢2) = 5(((]1 - (J2)2 + (G2 + Q1)2) —Ul(q1, q2)

1-m m

U - — -
(¢1,92) - m
Equazioni di Lagrange
G =260 = ~Up.  Go+241 = U,

dove

_ 1
Ulgr, q2) = —Q(Qf +¢) 4+ U(q1, ¢2)

Siccome la lagrangiana non dipende dal tempo, abbiamo l'integrale di Jacobi
J(q1, G2, 41, G2) = %(Q% +d3) + Ular, a2)
Considero 'insieme di livello
Mo n = {(q1, G2, ¢1, 42)| I (@1, G2, G1, 42) = h}
Regioni di Hill
Proiezione di M,, ;, sullo spazio delle configurazioni nel sistema rotante:

Mg = {{(q1,)|U(q1,q2) < h}

La frontiera 0M,, , € costituita dalle curve a velocita zero.
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