Capitolo 3

Dinamica dei sistemi di N punti
materiali

Consideriamo un sistema di punti materiali P; di massa m;, ¢ = 1,.., N, su cui
agiscono le forza F; nel sistema di riferimento ¥ = Oé;é5é3. Siano X;, v;, a; la

. . LN 9 . . . 3
posizione, la velocita e 'accelerazione di P; relative a ¥ e x;,v;,a; € R” le loro
coordinate. Introduciamo le seguenti quantita, utili a descrivere la dinamica degli
N punti nel loro insieme:

QUANTITA DI MOTO TOTALE (MOMENTO LINEARE)

ENERGIA CINETICA

RISULTANTE DELLE FORZE F;
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MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE F; RISPETTO A UN POLO Q
N
Ng=> (P—Q)xF,
i=1

—

POTENZA RISULTANTE DELLE FORZE Fj

N

II = Z Fj . Vj
j=1
LAVORO ELEMENTARE ALL'INSTANTE ¢ DELLE FORZE Fj

N
SL=> F; dz
j=1

3.1 Teoremi di scomposizione relativi al baricen-
tro

Introduciamo la massa totale
N
m = E mj
=1

e le coordinate del baricentro xp € R?, definite da

m(B — 0) = ij(Pj —0). (3.1)

Definizione 3. Dato un sistema di N punti materiali e fissato un sistema di rife-
rimento X, il riferimento del baricentro é il sistema di riferimento ¥ centrato in B
ed orientato come X.

RAPPRESENTAZIONE DELLA QUANTITA DI MOTO

Dalla (3.1) segue subito che la quantita di moto totale corrisponde a quella di un
punto avente massa totale m, che si muove come il baricentro del sistema:

N
p= ijvj =mvpg. (3.2)
=1
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Proposizione 6. (teorema del centro di massa) Il baricentro di un sistema di N
punti si muove come un punto materiale di massa m su cui agisce la risultante R
delle forze che agiscono sui singoli punti:

Dimostrazione. Sia t — (x1(t)...xx(t)) una soluzione delle equazioni di Newton
(1.6). Derivando (3.2) si ottiene

N N
mXpg = g m;X; = g F;.
Jj=1 Jj=1

SCOMPOSIZIONE DEL MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A UN POLO Q
Il momento angolare totale rispetto ad un polo @ € E? si pud scomporre come
somma di due componenti

N
My = (xp — xg) x mvp + MP M®B) = Z(Xj —xp) xmj(v; —vg). (34)
j=1
La prima corrisponde al momento angolare rispetto a () di un punto di massa m
che si muove come il baricentro del sistema. La seconda, cioe M®) corrisponde
al momento angolare nel sistema nel riferimento del baricentro e non dipende dalla
scelta del polo Q.

Dimostrazione.

N N
M, = Z(xj —Xp) X Mm;Vv; + Z(XB —Xg) X m;v; =

[y

J=1

<

(x; —xp) X m;v; + (X —Xg) X mvp.

<
[y

Inoltre
N N
Z(Xj — Xp) X mjvp = ij(xj —Xp) X Vg =m(Xp —xp) X vp =0,
j=1 j=1

da cui segue la (3.4).
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Osservazione 2. Se scriviamo Mg nel riferimento del baricentro il primo addendo
in (3.4) si annulla. Quindi in tale riferimento il momento angolare non dipende
dalla scelta del polo.

SCOMPOSIZIONE DEL MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE RISPETTO A UN POLO

Q

Il momento risultante delle forze rispetto ad un polo ) € E? si pud scomporre come
somma di due componenti

N
Ng = (xp —x0) x R+ NB — N® — Z(Xj —xp) x mj(a; —ap) (3.5)

j=1
la prima corrisponde al momento della forza risultante R rispetto a (), agente sul

baricentro B del sistema, la seconda, cioe N, corrisponde al momento risultante
delle forze nel riferimento del baricentro e non dipende dalla scelta del polo Q).

Dimostrazione.
N
Ngo = Z x; —xp) X F —I—ZXB—XQ X F; =
7j=1
N
= Z —XB XF +(XB—XQ) x R.
7j=1
Inoltre
N N
Z '—XB xm]aB—Zm] -—XB)xaB:m(xB—xB)xaB:O
: j= 1

da cui segue la (3.5).
U

Osservazione 3. Se scriviamo N nel riferimento del baricentro il primo addendo
in (3.5) si annulla per la Proposizione 6. Quindi in tale riferimento il momento
risultante delle forze non dipende dalla scelta del polo.

SCOMPOSIZIONE DELL’ENERGIA CINETICA

L’energia cinetica del sistema si puo scomporre come somma di due componenti

T = —m\vB\2 Z m;(v ) (v; —vg) (teorema di Konig).  (3.6)
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la prima corrisponde all’energia cinetica di un punto materiale di massa m che si
muove come il baricentro del sistema, la seconda corrisponde all’energia cinetica
del sistema nel riferimento del baricentro. Questo risultato € noto come teorema di
Konig.

Dimostrazione.
| N N
T= 2 ij(vj —vp)-(v;—vp)+ ijVB (vj—vp) + 5(2 m;)Vp - Vp.
j=1 j=1 j=1
Inoltre il secondo addendo a destra ¢ nullo. O

3.2 Forze interne e forze esterne

Scomponiamo la forza F, che agisce sul punto P; come somma vettoriale di 2 con-
tributi: F; = ].*?‘EI) + ﬁEE) Il vettore ].*?‘EI) si chiama forza interna ed e la somma delle
forze che gli altri punti del sistema esercitano su P;; ﬁEE) e la somma delle altre forze
e si chiama forza esterna.

Quindi ﬁEE) —F® (X;, Vi, t), cioe dipende solo dallo stato del punto F;.

7

Ipotesi sulle forze interne (forze di tipo classico):

N
F’EI) = ﬁgl)(il, ce. ,iN) = Z ﬁij(iiaij)a (37)

<.
[

<.
N

RN — (1 .. . . .. . .
cioe le FE ) sono puramente posizionali e sono somma vettoriale di interazioni a due
corpi. Inoltre assumiamo che valgano le seguenti proprieta:

ij X Ty; = 0, con ry; = X; — X;,

i = fis(pij) 52, con pij = [rij| .

el eS|

1.
2.
3.
Osserviamo che si ha f;; = fj;.

Osservazione 4. Queste ipotesi sulle forze sono caratteristiche della Meccanica
Classica: la proprieta 1. corrisponde al principio di azione e reazione.
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Con queste ipotesi si dimostra che la risultante e il momento risultante delle forze
interne (rispetto a qualunque polo @) sono nulli. Infatti

N N N
— = (1 — — — —
RO = SFV=3"N"F,;= Y (F;+F;) =0,
=1 i=1 j=1 1<i<j<N
J#i
N N N
IED SURCPES 3 SLIUPLIS
=1 i=1 j=1
J#i
= Z (PZ_Q)XF2]+(P]_Q>XF]Z_ Z (PZ_F)]>XFU:6
1<i<j<N 1<i<j<N

3.3 Le equazioni cardinali
BILANCIO DEL MOMENTO ANGOLARE

MQ = NQ — Vg X P (38)
Dimostrazione. Basta derivare la formula che definisce My,. O

Con le ipotesi sulle forze interne fatte nella sezione precedente, le relazioni (3.3),
(3.8) si possono scrivere

{ b —RT (3.9)

MQ :N(QE)—VQXP '

Le (3.9) si chiamano equazioni cardinali della dinamica.

3.4 Sistemi di forze equivalenti

Consideriamo due sistemi di forze applicate:

F = {(F‘lypl) S (ﬁmv Pm)}> g = {(éla Ql) <o (éman)}

Definizione 4. F e G si dicono equivalenti se hanno la stessa risultante e lo stesso
momento risultante rispetto ad un polo O qualunque.
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Notiamo che se i sistemi F e G hanno la stessa risultante (R]: Rg) e lo stesso
momento risultante delle forze rispetto a un polo O fissato (NJT = N%), allora i due
sistemi hanno lo stesso momento risultante rispetto ad un qualunque polo O':

Ny, = th— ) x Fy =NJ +(0—0")xR” =

= N§+(0-0)xRI=>(Qr—0') x Gy =N,
k=1
Proposizione 7. Ogni sistema di forze applicate F = {(F1,Py)...(F,,, Py)} ¢
equivalente ad un sistema costituito da una forza applicata ad un punto qualunque
Q, e da una coppia di forze, dipendente dalla scelta di ().

Dimostrazione. Sia R = > F; la risultante delle forze ed NQ =>.(P—-Q)x F,
il momento risultante rispetto ad un polo fissato Q € E3. Considero il sistema di
forze

g = {(ﬁ” Q)? (F‘> Ql)’ (_F‘> QQ)}
con Qy, Qs € B3 F € V3 scelti in modo che il momento della coppia (Q; — Q2) x F
sia uguale a Ng. Si verifica facilmente che G ¢ equivalente a F.

O

Osserviamo che nelle equazioni cardinali (3.9) appaiono solamente la risultante ed il
momento risultante delle forze (esterne), quindi considerando un sistema equivalente
di forze otteniamo le stesse equazioni differenziali.

ESEMPIO: consideriamo il caso della forza di gravita
F = {(ﬁ27 P)}Yizi N, ﬁz = —m;ges.

Il sistema di forze F & equivalente a G = {(R, B)} formato da un’unica forza R =
—mges applicata al baricentro B del sistema, infatti il momento risultante delle
forze di gravita rispetto al baricentro ¢ nullo.

3.5 Sistemi conservativi

Proposizione 8. Le forze interne di tipo classico ammettono l’energia potenziale

d
V(I Z Vii(pij),  con WVZJ (pij) = —fi5(pis) (3.10)
i,j=1 Y

JF#i
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Dimostrazione.
N
Ve VO = %vxk SV, = (Z Vi Vit + Z Vi Vi) =
i izk Hék
= vakvm = ij x Pki = me rkz = —F
ik iZk iZk

O

Osservazione 5. Dalla relazione fi; = f;i seque che possiamo scegliere Vi; = V.
Da questo fatto, che é stato usato nella dimostrazione della proposizione precedente,
seque anche che l’energia potenziale delle forze interne si puo scrivere

V(I Z Vii(pij)-
1<i,j<N

Osservazione 6. La funzione

N
Dix) = > Vislow)
jZk
soddisfa la relazione

Fr = —Vy, V7,

ma la somma fozl Vk(l) non va bene come energia potenziale delle forze interne,
perche ci da un contributo doppio delle forze.

Introduciamo la potenza delle forze interne e esterne, denotate rispettivamente con

N N
o =S"F0.g, ne =y P
j=1

Abbiamo la seguente

Proposizione 9. (teorema dell’energia cinetica) Sia t — x(t) = (x1(t) ... xn(1)))
una soluzione delle equazioni di Newton (1.6). Allora

T =1L
Se le forze interne sono di tipo classico, con energia potenziale VD | allora

d

(T + vy =11, (3.11)
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Dimostrazione.

N N
H: E F]V]: E mjaj-vj:
j=1 j=1

Siccome le forze interne ammettono l’energia potenziale V), abbiamo

d (o .
E(Zvj-vj) =T.

J=1

N —

N N
%V(n LSRN o N )
i=1 i=1

da cui segue (3.11). O

Definizione 5. La forza F; che agisce sul punto P; si dice conservativa se ¢ pu-
ramente posizionale (F; = F;(x)) e se esiste una funzione scalare V;(x) tale che
F; = -V, Vj.

Definizione 6. Un sistema meccanico di N punti materiali si dice conservativo se
le forze ﬁj che agiscono sui punti P; sono puramente posizionali e se esiste una
funzione scalare V(x) tale che F; = =V, V, per j = 1...N. La funzione V si
chiama energia potenziale del sistema.

Osservazione 7. Nei sistemi conservativi le forze agenti sui singoli punti si pos-
sono ricavare dall’unica funzione scalare V. Si dice anche che il sistema ammette
potenziale monogenico.

Se le forze esterne ﬁ§E) sono tutte conservative (quindi ﬁ§E) = ﬁ§E) (x;) ed esiste

Vj(x;) tale che ﬁgE) = —V,V;) allora la funzione V¥ (x) = Z;VZI V;(x;) soddisfa

FP = v, v®  j=1..N

J
In questo caso introduciamo I’energia potenziale del sistema
V(x) =V (x) + V1 (x)
e la sua energia totale
E(x,%) = T(x,%x) + VD (x) + VI (x).

Proposizione 10. (conservazione dell’energia) L’energia totale di un sistema di N
punti materiali soggetto a forze interne di tipo classico e a forze esterne conservative
St conserva.

Dimostrazione. Usando la (3.11) si ha

d d
Lo N Ly®y B L Ly
dt( + VW4 ) + g 0,
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infatti

N N
%V(E) =Y Vo VE v ==Y "FP .y, = 1),
i=1 =1

3.6 Similitudine meccanica

Se le forze sono conservative, in alcuni casi e possibile ottenere informazioni sulle
soluzioni senza bisogno di risolvere le equazioni del moto.

Esempio 2. (riscalamento di massa e tempo)

Se x(t) soddisfa
d2
mﬁx(t) = -V, V(x(1))
poniamo t; = 7t, my = um, con u = 72. Allora x;(¢;) = x(t,/7) soddisfa

2
my @Xl (t1) = =V V(x1(t1))
1

infatti p L a g w
d—tlxl(tl) = ;Ex(tl/T), d_t%}q(tl) = ﬁﬁx(tl/’T).

3.6.1 Funzioni omogenee

Definizione 7. Una funzione f : U — R, U C R" aperto, si dice omogenea di
grado a se si ha

FOX) = Nf(x)  VA>O0VxeU (3.12)

Teorema 1. (Eulero) Sia f: U — R omogenea di grado . Allora
x-Vf(x)=af(x). (3.13)

Dimostrazione. Basta derivare I’equazione in (3.12) rispetto a A e valutare I'equa-
zione risultante per A = 1.

O
Proposizione 11. [l gradiente V f di una funzione omogenea f di grado o ¢ omo-

geneo di grado o — 1:

V() = AV ().
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Dimostrazione. Verifichiamo questa proprieta per le derivate parziali:

oV C VIMx+Le)) = V(x)
0ei()\x) - illlir(l) ) h B
AT V(x4 fe) V(X)) 0V
= jm R/ = e ™)

Esempio 3. (riscalamento della lunghezza con potenziali omogenei)

Consideriamo un campo di forze conservativo con energia potenziale V. Assumiamo
inoltre che V' sia omogenea di grado «. Ne segue che il gradiente V4V € omogeneo
di grado a — 1 (vedi Appendice, Sezione 77?).

Se x(t) soddisfa

d2
mﬁx(t) = =V, V(x(1)) (3.14)
Considero
x1(t) = Ax(t)
e osservo che
d? d?
mﬁxl(t) = m)\ﬁx(t) = AV, V(x(t)) =

= ATV, V(Ax(1) = =XV, V(x,(2)).

Se definisco t; = 7t, Xo(t1) = x1(t1/7) = Ax(t1/7) dall’Esempio 2 si ottiene

d2 )\2—(1
m——=Xa(t1) = —
dt? 2(h)

ViV (x2(t1)).

2
Quindi la condizione per cui le orbite riscalate risolvano la stessa ODE e

)\2—04

T2

=1. (3.15)

Osservazione 8. Se a = 2 (caso dell’oscillatore armonico) dalla (3.15) si ha 7% = 1
per ogni A > 0. Se abbiamo un’orbita periodica X e, (t) di periodo T allora esiste tutta
una famiglia o 1 parametro di orbite {\X,e, ()}, A > 0 che hanno lo stesso periodo.
Nel caso unidimensionale (Xper € R) da tale famiglia si ottengono tutte le orbite
nello spazio delle fasi, che risulta foliato in orbite periodiche isocrone.

Osservazione 9. Se a = —1 (caso del problema di Keplero, vedi Sezione 4.6), dalla
(3.15) si ha 7> = X3. Se Xper(t) € una soluzione periodica, cioé un’orbita ellittica,
di periodo T allora la famiglia a un parametro {\X,e.(t/7)}, con 72 = X3, risolve la
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stessa equazione. Il rapporto tra i periodi di due soluzioni MXper(t/T1), AoXper(t/T2)

di questa famiglia é
noon (MY () (3.16)
Ty T2 A2 Q2 ’ .

dove a1, as sono i semiassi maggiori delle 2 orbite. La relazione (3.16) corrisponde
alla terza legge di Keplero.

Esempio 4. (trasformazioni di scala generali con potenziali omogenei)

Piu in generale posso considerare trasformazioni di scala
t—t = T1t, X — X1 = X, m — mp = pm.

Se x(t) soddisfa (3.14) con V omogenea di grado «, allora x; (t;) = Ax(t;/7) soddisfa

2

d
my @Xl (t1) = =V V(x1(t1))
1

solo se \27/7% = p.

3.7 Alcuni risultati sul problema degli N corpi

Consideriamo N punti materiali P; ... Py di masse my ... my soggetti soltanto alla
loro interazione mutua, dovuta a forze interne di tipo classico. Sia V(x;...Xy)
I’energia potenziale di tali forze, per cui il moto dei punti soddisfa le equazioni

mj)"cj = —ijV(Xl NP XN).

Introduciamo il momento di inerzia del sistema rispetto al baricentro xpg:
N
2
I(x1...xN) = E m;|x; — xp|°.
i=1

Dimostriamo che il momento di inerzia si puo scrivere in termini delle distanze mutue
tra 1 punti:
Proposizione 12. Vale la sequente formula

1
I = Zmi|xi —xp|* = - mm;|x; — X; 2, (3.17)
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Dimostrazione.
Zmlmj\xZ x;|? = ZZm my(Jxi° + %)% — 2%, - x;) =
i,j=1 =1 j=1
i<j J#z
= —Zml m —m;)|x;|* + Zm] m —m;)|x;|* — Zm m;(x; - X;)

1,7=1

i#£]

= mZmZ|X2\2 Zmz\xf me] X; - X;j)

i,7=1

i#£]
N N
= mZmi|Xi\2 — Z mm;(X; - X;).
i=1 ij=1
Inoltre
N

N N 1 T

2 _ _
g m;|x; —xpl° = E m; (x,- - — mjxj) . (x,- - — E mhxh> =
; : m 4 m
= = j=1 h=1

N N

_ 2 2 m;
= mz\xz| — XZ XJ+ m2 m;mpX; - Xp, =
i,j=1 ]Jl 1
2
= E milx;|* — — E mim;(x; - X;) +— E mim;(X; - X;j).
i,j=1 i,j=1

O

Osservazione 10. [l risultato precedente ¢ utile per interpretare alcune questioni

sul moto degli N corpi in termini del moto delle distanze mutue (vedi Lagrange 1772,
Albouy 1991).

A meno di applicare una trasformazione galileiana, possiamo assumere che il bari-
centro degli N punti sia fermo nell’origine: xp = 0. Dimostriamo la seguente

Proposizione 13.

N
f:4T+QZF,--xZ-

i=1

Dimostrazione. Basta derivare due volte I(x; ...xy) rispetto a t ed usare le equa-
zioni di Newton:

N N N
[=2 "mx %, I=2> mx+2) F;x
=1 =1 i=1
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O

Corollario 1. (identita di Lagrange) Se le forze sono conservative e l’energia po-
tenziale V' e omogenea di grado « allora

f:4T—2Z§V x; = 4T — 2aV = 4E — 2(a + 2)V,
X

cioé I dipende solo dalla posizione dei punti e dall’energia totale E.



