Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
15 Novembre 2018
(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Si consideri la lagrangiana

) 1, . .
L(q,q) = 5(612 +q¢* —q), ¢,d €R.

i) Trovare la soluzione t — 7(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per L
con condizioni iniziali

ii) Mostrare che, per ogni T' > 0, la soluzione 4 ¢ un minimo debole per il
funzionale di azione lagrangiana

T
Aly) = / Liy(t),4 (1))t

nella classe di funzioni C*([0, 7], R).

ili) Fissato T' > 0, calcolare la slope function P(t,q) del campo di estremali
{Ya(t)}o definito sulla striscia {(¢,a) : t € (0,T),a € R} dalle soluzioni
delle equazioni di Eulero-Lagrange per L con condizioni iniziali

7a(0) =1, Ya(0) = a.

iv) Scrivere le equazioni di Carathéodory e calcolare la funzione iconale S(g, t).

Esercizio 2
Si consideri la funzione di Hamilton

1 1 1
H(p,q) = i\P\Q + §|01|2 + 5(1016]2 — q1p2),

con p = (p1,p2) € R?, a = (q1,¢2) € R?.
i) Completare le relazioni
q1 = Q2cosQ,
g2 = Q28inQq

ad una trasformazione canonica

(p.q) 5 (P, Q),

con P = (P,P,) € R?, Q = (Q1,Q2) € S' x R, usando una funzione
generatrice S(q,P) omogenea di grado 1 nelle P e scrivere la funzione di
Hamilton nelle variabili P, Q.

ii) Trovare due integrali primi indipendenti per il campo vettoriale hamilto-
niano Xg.

iii) Mostrare che le coordinate polari (Q1,Q2) sono variabili separabili per
'equazione di Hamilton-Jacobi associata a K = H o ¥~1,



Secondo compitino di Istituzioni di Fisica Matematica
19 Dicembre 2018

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Siano date le funzioni

1 1
Hi(p,q) = z|p/* + pi(q1 + ¢2), Hs(p,q) = |p|* + p2(q1 + ¢2),
2 2

con p = (p1,p2) € R?, q = (q1,¢2) € R%.

i) Trovare le soluzioni dei sistemi hamiltoniani per Hy, Hy in corrispondenza
alle condizioni iniziali

ii) Trovare una trasformazione canonica

(p.a) 5 (P, Q),

con P = (P,P) € R?, Q = (Q1,Q2) € R?, tale che Qs sia ciclica
per Phamiltoniana H = {H;, Ho} e determinare due integrali primi in
involuzione e indipendenti su R? x R? per il sistema hamiltoniano definito
da H.

iii) Scrivere un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi associata
alla funzione K = Ho &1,

iv) Trovare un sottoinsieme Z di R? x R?, invariante per entrambi Xg,, Xg,,
tale che i flussi ®%; , ®f; ristretti ad Z commutino.

Esercizio 2
Si consideri la hamiltoniana
1

2122 + Ef(@h ()02)7

H (I, I3, 01,¢02) = w1l +
con wi >0, e
f(p1,02) = cos®(p1 — 2) — sin(pr — 2¢3),

definita per (I1, Is) € R?, (1, ¢2) € T2

i) Trovare la forma normale risonante di H, relativa alla risonanza singola
definita da k = (1, —2). Scrivere anche 'espressione della funzione gene-
ratrice x che definisce la trasformazione canonica @5 usata per passare a
tale forma normale.

ii) Descrivere 'andamento delle variabili di azione I1, I al primo ordine in €
all’interno della risonanza considerata e mostrare che in questo caso vale
il principio della media.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
17 Gennaio 2019

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Data la funzione di Lagrange
. 1, .
L(g,d4) = 54* = V(a), V(q) = —cosg, 0,4 €R
si consideri la soluzione v(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per L(q, ¢) con
condizioni iniziali -
W=7 )=t
Trovare un valore ¢ > 0 del tempo tale che nell’intervallo (0,f) non ci siano
valori coniugati a t = 0.

Esercizio 2
Consideriamo le equazioni di Hamilton con hamiltoniana H : R? x R?\ {0} — R,
dove

1
H(p,a) = 5[pI* + V(lal)
e V :RT — R & una funzione di classe CZ2.

i) Mostrare che le relazioni

(1)

definiscono una trasformazione canonica dipendente dal tempo e scrivere
la nuova hamiltoniana H e il sistema hamiltoniano associato nelle variabili

P,Q.

ii) Mostrare che la funzione P - JQ & un integrale primo del sistema hamil-
toniano del punto i).

cost —sint
P=Rp, Q=DRq, Ry = l:sint CcoS t] ’

ili) Usando la trasformata di Legendre scrivere la lagrangiana £ corrispon-
dente ad H nelle coordinate Q.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano definito dalla funzione di Hamilton
He(Ii, Iz, 01,02) = I + Iy + e(I7 + I3) cos® (01 — ¢2),
con 0 < e< 1, (I, 1) € R%, (p1,¢9) € T2
i) Trovare due integrali primi del sistema hamiltoniano.
ii) Trovare una trasformazione di coordinate canonica
(I, I, g1, 02) = (J1, a2, 01, 02),

con J; = Jj(I1,12),0; = 0;(p1,p2) funzioni lineari omogenee, j = 1,2,
tale che la variabile angolo 6, sia ciclica nella funzione di Hamilton per la
dinamica nelle nuove coordinate.

iii) Date le condizioni iniziali
11(0) =1, I3(0) = =1, ¢1(0) =0, ¢2(0) =0,

mostrare che le azioni I, I3 sono funzioni monotone del tempo ¢ per ¢ > 0.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
8 Febbraio 2019

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Data la funzione di Lagrange

. 1. .
L(g,q) = 5612 —V(q), V(q) =—cosgq, 4R

si consideri la soluzione «(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per L(q, ¢) con
condizioni iniziali

=5 =1

Dimostrare che esiste un valore positivo del tempo £ < 4+o0c coniugato a t = 0.

Esercizio 2
Consideriamo ’hamiltoniana H : R? x R2 —» R

H(p,q) = qip1 — @2p2 — 41 + G5,

dove p = (p1,p2), 4= (q1,92)-

i) Trovare tre integrali del moto diversi da H che siano indipendenti tra loro
nel dominio di H e dire se sono in involuzione.

ii) Calcolare il flusso integrale ®*(p, q) delle equazioni di Hamilton associate
ad H e verificare che, per ogni t € R, ®!(p, q) definisce una trasformazione
canonica.

ili) Dimostrare che la trasformazione ¥ dipendente dal tempo e definita da

(P, a,t) 5 (®'(p.q),1)

& canonica trovandone una opportuna funzione generatrice.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano definito dalla funzione di Hamilton

H (1, ) = Lw; + Iowsy + 2€[sin 21 cos py + 17 cos? (201 — ©2)],
dove
I=(I,1I) € R? ® = (p1,02) € T?, 0<ex

Determinare, quando € possibile, una funzione generatrice di una trasformazione
canonica vicina all’identita

(L) % (1,p)

tale che la hamiltoniana K, = H, o U-! non dipenda da ¢ al primo ordine in e.
Scrivere inoltre la forma normale non risonante.

1 Suggerimento: ragionare per assurdo assumendo che un tale valore di ¢ non esista.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
18 Giugno 2019

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Si consideri la lagrangiana

. 1. . . .
L(q,Q)=§q2+qq+q2—qsmt, ¢, €R.

i) Trovare la soluzione t — %(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per L
con condizioni iniziali

ii) Mostrare che, per ogni T' > 0, la soluzione 4 ¢ un minimo debole per il
funzionale di azione lagrangiana

nella classe di funzioni C*([0, 7], R).

iii) Fissato T' > 0, calcolare la slope function P(t,q) del campo di estremali
{Va(t)}o definito sulla striscia {(¢t,«) : t € (0,T),« € R} dalle soluzioni
delle equazioni di Eulero-Lagrange per L con condizioni iniziali

1(0) =1, 4a(0) = a.

Esercizio 2
Si consideri la trasformazione ¥ : (p,q,t) — (P, Q,t) che dipende dai parametri
reali a, w, B, v, definita da

P = e *[pcos(wt) + gsin(wt)],
Q = e*'[Bpsin(wt) + v g cos(wt)],
dove p, q, P, Q, t € R.
i) Trovare tutti i valori di a, w, 3, v che rendono ¥ canonica univalente.

ii) Per i valori di w, 3, v trovati in i) e per @« = 1 estendere ¥ ad una
trasformazione canonica

\Il' (p7e7q7t) - (P75’Q7t)7

dove P, @ sono dati da ¥, ed e, £ sono nuove variabili coniugate al tempo.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

He(I, ) = W) +€f (1, ),



con
hI) = Lwy + Taws + Tsws,
f(I, ) = I Ir[cos®(p1 — p2) + sin g sin(2p2 — 3)],
dove
I=(I1,15,13) €R3 o= (p1,00,03) €T? w; €R\{0},i=1,2,3, e<1.

i) Determinare, quando ¢ possibile, una funzione generatrice di una trasfor-
mazione canonica vicina all’identita

(L) s (1,g)

tale che la hamiltoniana K, = H.o ¥ ! non dipenda da ¢ al primo ordine
in €. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente a
questa trasformazione.

ii) Scrivere la forma normale risonante al primo ordine in € nel caso w; = —1,
wy = 1, wg = 3 e trovare due integrali primi genericamente indipendenti e
in involuzione per il sistema hamiltoniano definito da tale forma normale
risonante troncata al primo ordine in e.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
19 Luglio 2019

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Si consideri la lagrangiana

. 1. . . .
L(q,Q)=§q2+qq+q2—qsmt, ¢, €R.

i) Trovare la soluzione t — %(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per L
con condizioni iniziali

ii) Mostrare che, per ogni T' > 0, la soluzione 4 ¢ un minimo debole per il
funzionale di azione lagrangiana

nella classe di funzioni C*([0, 7], R).

iii) Fissato T' > 0, calcolare la slope function P(t,q) del campo di estremali
{Va(t)}o definito sulla striscia {(¢t,«) : t € (0,T),« € R} dalle soluzioni
delle equazioni di Eulero-Lagrange per L con condizioni iniziali

1(0) =1, 4a(0) = a.

Esercizio 2
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton:

H(p1,p2,q1,¢2) = (01 — kg2)* + (p2 + kq1)?,

con p1,P2,q1,q2 € R e k € R costante.
Si utilizzi il metodo di Hamilton-Jacobi per trovare il moto qi1(t), ¢2(t) in
corrispondenza delle condizioni iniziali p1g, P20, G10, g20 &l tempo 0.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

H(I,¢) =h(I)+ef(I,p),
con
h([) = w1]1 + UJQIQ,
fI, @) = L1 I3[cos® (g1 — p2) + sin 1 sin(2e)],

dove
I:(II7IQ)€R27 QOZ((,Ol,QDQ)GTQ, w17w27é07 e 1L



Determinare, quando & possibile, una funzione generatrice di una trasfor-
mazione canonica vicina all’identita

U 5 -
(L) = (I, 9)
tale che la hamiltoniana K, = H.o¥-! non dipenda da ¢ al primo ordine
in e. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente a
questa trasformazione.

Scrivere la forma normale risonante al primo ordine in € nel caso w; =
1, wo = 1 e trovare due integrali primi genericamente indipendenti e in
involuzione per il sistema hamiltoniano definito da tale forma normale
risonante troncata al primo ordine in e.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
15 Novembre 2019

(usare fogli diversi per esercizi diversi)
Esercizio 1
Si consideri la lagrangiana

1., 1 1

L(g.4) = 54" = V(a), Vi) =——— - —,

con -1 <¢g<1, geR

i) Consideriamo la soluzione ¢ — ~(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per
L con condizioni iniziali

Mostrare che y(t) & monotona crescente e trovare gli estremi ¢y, to del suo
intervallo massimale di definizione.

ii) Mostrare che per ogni tempo 7, con 0 < 7 < tg, la soluzione y(t) ¢ un
minimo debole per il funzionale di azione lagrangiana

Aly) = / " Liyv(t), 4(0))t

nella classe di funzioni C*([0, 7], R).

iii) Calcolare la funzione eccesso di Weierstrass per L e mostrare che per ogni
tempo 7, con 0 < 7 < to, la soluzione v(¢) ¢ anche un minimo forte per il
funzionale A nella classe C*([0, 7], R).

Esercizio 2
Si consideri la funzione di Hamilton

Hp.a.t) = (1422 (jpf - 19) 4 2
p.q,t) = P~ o |t P e

con p = (p1,p2) €R?* q=(q1,2) € (R")?, t e R.
i) Scrivere le componenti del campo vettoriale hamiltoniano
Xk =V, XnH,
dove

o
(p.a,t) = (P,Q,1),
con P = (P, P), Q = (Q1,Q2), ¢ la trasformazione canonica univalente
dipendente dal tempo definita dalla funzione generatrice
q-P
1+1t2

S(q,P,t) =

ii) Calcolare un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi asso-
ciata alla nuova hamiltoniana K.



Compito parziale di Istituzioni di Fisica Matematica
18 Dicembre 2019
(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Si considerino le due funzioni hamiltoniane

P2 | ( 1 ) @+ s 2
H, = +—(1+—-=), Hsy = + (q1p2 — @2p1)7,
2 2 4 4s a3

dove p = (p1,p2) € R?, = (q1,¢2) € R con R, =R\ {0}.

i) Scrivere le espressioni dei campi hamiltoniani Xz,, Xp, e mostrare che i
flussi corrispondenti @, &4 commutano.

ii) Trovare due integrali primi genericamente indipendenti e in involuzione
per ciascuno dei sistemi hamiltoniani definiti da Hy e Hs.

Esercizio 2
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton
1

H(I,p) = 5112 — I — ecos(p1 — ),

dove I = (I1,12) € R? e ¢ = (1, ¢2) € T? sono variabili azione-angolo.
i) Usare il metodo di Lie per trovare una trasformazione canonica vicina
all’identita .
et =
(Iy) = (I,9)
tale che la hamiltoniana H, = H, oC, non dipenda da ¢ al primo ordine in

€. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente a questa
trasformazione fino al secondo ordine in € incluso.

ii) Mostrare che le variabili di azione I, I compiono oscillazioni di ampiezza
di ordine +/€ attorno a dei valori costanti (quindi, in particolare, il sistema
soddisfa il principio della media).



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
28 Gennaio 2020

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Si descrivano le traiettorie del moto geodetico di un punto materiale di massa
m sulla superficie di equazioni

x=r(z)cosp
y=r(z)sinep r(z) = exp(—22° 4+ 32" + 1),
2=z

dove z € R, ¢ € S'.

Esercizio 2
Trovare delle condizioni sui coefficienti reali ai,as, by, bs, supposti > 0, delle
matrici diagonali costanti

A = diag(aq, a2), B = diag(by, b2),

per cui e possibile estendere le relazioni

q =p-AQ, 2 =p-BQ,

ad una trasformazione canonica univalente

(P1,02,q1,q2) = (P, q) = (P, Q) = (P1, P2,Q1,Q2)

definita localmente in ogni punto (p,q) € R? x R? tale che p;ps # 0.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano definito dalla funzione di Hamilton

He<Ila 127137 $1, P2, 903) = aIl2 + bI22 + CI?? + 5003(901 + 2@2 =+ 3@3)?

con a,b,c € R\ {0}, (I, I2,I3) € R3, (p1,902,03) ET3 e 0 < e < 1.

i)

ii)

iii)

Trovare due integrali primi del sistema hamiltoniano tra loro indipendenti
come combinazioni lineari di I, I, Is.

Determinare dei valori dei coefficienti a, b, ¢ per cui esistono dei moti del
sistema, che non soddisfano il principio della media. Trovare esplicitamente
questi particolari moti.

Assumendo a = b = ¢ = 1, determinare una funzione generatrice di una
trasformazione canonica vicina all’identita

Teox
(L) = (1,9)
tale che la hamiltoniana K, = H.o ¥ ! non dipenda da ¢ al primo ordine
in €. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente a
questa trasformazione.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
18 Febbraio 2020

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Si consideri il problema unidimensionale definito dall’equazione

f:—ng z e R\ {0}, (1)

con k, F' costanti positive tali che kF = 1.
i) Trovare una lagrangiana L che ha (1) come equazione di Eulero-Lagrange.

ii) Tracciare le curve di livello dell’integrale di Jacobi di questo problema nel
piano (z,%).

ili) Mostrare che la soluzione %(t) dell’equazione (1) con condizioni iniziali
z(0) = /£, £(0) = 2 & illimitata ed & definita per tutti i tempi t > 0.

iv) Mostrare che 4 & un minimo debole del funzionale di azione lagrangiana
Ayr nell’insieme delle funzioni C'([0,¢1]; R) per ogni ¢; > 0.
Esercizio 2
Completare la relazione
P = arctan ¢ + p(1 + t?)
ad una trasformazione canonica dipendente da ¢
RXxRXR3 (p,gt) > (P,Q,1).

Estendere poi tale trasformazione ad una trasformazione canonica nello spazio
delle fasi esteso, con coordinate (p, e, q,t).

Esercizio 3
Trovare un valore del vettore k = (kq, ko, k3) € Z*\ {(0,0,0)} in modo che il
sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

1
HT.g) = 212+ 13— 1) — ccos(k - )
con I = (I,I5,13) € R3, ¢ = (p1,02,03) € T3, 0 < ¢ < 1 non soddisfi

il principio della media al primo ordine in e, descrivendo esplicitamente una
famiglia di moti che lo viola.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica

9 Giugno 2020

Si consideri la hamiltoniana

H.(p,q) = h(p,q) +<f(p,q)

dove
h = Lpp? 2 R", n>1
(p,q)—Q(lp\ +1a*), p.qeR", n>

ed f(p,q) ¢ una funzione regolare.

1) Usando la teoria di Hamilton-Jacobi trovare una trasformazione canonica

(p.q) = (I, )

che porti alle variabili azione angolo del sistema di oscillatori armonici
definito dalla hamiltoniana h(p,q). Scrivere inoltre ’espressione della
funzione h o 1.

2) Nel caso in cui n =2, p= (p1,p2), 4= (g1, ¢2) ed
f(p,qa) = qip2 — @2;1
trovare con il metodo di Lie una trasformazione canonica vicina all’identita
(I,0) 5 (I, )

che sposti la dipendenza dagli angoli ad un ordine superiore in € nella
hamiltoniana (H. o ®71) o W1



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica

4 Settembre 2020
Si considerino le due funzioni
1
Hi(p,q) = §(|P|2 +al?), H3(p,q) = p1g2 — q1p2,

con p = (p1,p2),d4 = (q1,q2) € R2

i) Sidimostri che i campi vettoriali hamiltoniani X; = Xpg,, j = 1,2 sono in-
tegrabili, trovando per ciascuno una coppia di integrali primi in involuzione
e genericamente indipendenti su R? x R2.

ii) Si calcolino esplicitamente i flussi ®¢(p,q), ®5(p,q) dei campi hamilto-
niani X1, Xos.

iii) Mostrare che i flussi ®¢ e ® commutano.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
16 Novembre 2020

i) Completare le relazioni
P =piqit, Py = pagot

ad una trasformazione canonica dipendente dal tempo

(p.a,t) = (P,Q,t),
cont € RT,
p=(p1,p2) € RY)?, a=(a1,¢) € (RT)?
P=(P,P)e(R)? Q=(Q1,Q2) € (R
usando una funzione generatrice S(q, P, t).

ii) Estendere tale trasformazione ad una trasformazione canonica nello spazio
delle fasi esteso

(prea,t) % (P.£,Q.t),

dove P, Q sono definiti da ¥, ed e, £ sono i momenti coniugati a ¢.

iii) Data la funzione hamiltoniana
1
H(p,q,t) =t*(pia} + p3a5) + N (1 + p2g2) log g2 + p1q1 log 1)

trovare un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi associata
alla hamiltoniana K coniugata ad H tramite la trasformazione W.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
17 Dicembre 2020

Si consideri il sistema hamiltoniano definito dalla funzione di Hamilton

H.(I1, I, 1, p2) = a(I} + I3) + bI1 I3 + e sin® (1 + 2¢2),

con a, b € Z\ {0}, (I1,I2) € R?, (p1,¢2) €ET? e 0 < e < 1.

i)

ii)

Determinare dei valori dei coefficienti a, b per cui esistono dei moti del
sistema che non soddisfano il principio della media. Trovare esplicitamente
questi particolari moti.

Assumendo a = 1, b = 2, usare il metodo di Lie per trovare una trasfor-
mazione canonica vicina all’identita

(L, p) = (1, 9),

tale che H. = H. o ! non dipenda da ¢ al primo ordine in ¢; scrivere
inoltre la forma normale non risonante fino al secondo ordine in ¢ incluso.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
19 gennaio 2021

Si considerino le funzioni di Hamilton
H(p,q) = % [Ipl*lal* = (p-@)?] +V(la),  K(p,a)= % (IpI* +laf),
dove g € R"\ {0}, p e R" e V : RT — R & una funzione di classe C?.
i) Calcolare la parentesi di Lie
(Xu, Xk]
dei campi vettoriali hamiltoniani associati ad H e K.

ii) Assumendo che

V(z) = %log(l + %)

e che q € (R\ {0})", mostrare che il sistema hamiltoniano definito da
< 2 ) = [Xu, Xk]

¢ integrabile con il metodo di Hamilton-Jacobi.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
9 febbraio 2021

Si consideri la trasformazione di coordinate dipendente dal tempo

(p,q,t) = (P,Q,1)

con

pg€R% tER, P=Sp, Q=Sa Si— (COS“ Smht) |

sinht cosht
i) Dimostrare che ¥ & canonica.

ii) Estendere ¥ ad una trasformazione canonica

(e a.t) L (PE,Q.1)

definita sullo spazio delle fasi esteso, in cui P, @ sono date da ¥, ed
e, £ € R sono nuove variabili, coniugate al tempo.

iii) Scrivere nelle variabili (P,€,Q,t) definite da ¥ il campo vettoriale
X = ((h; —q2, Oa P1, —P2, 1)T7

dove (p1,p2)” =p, (q1,92)T = q.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
18 giugno 2021

Si consideri la trasformazione di coordinate dipendente dal tempo

(p.t) =+ (P.Q.1)
con
P =sing + f(q,1),
Q=¢*+pg(l+1),
dove f(q,t) & una funzione di classe C? in qualche dominio D € R? e p € R.

i) Determinare la funzione f(g,t) ed il dominio D in modo che la trasforma-
zione VU sia canonica univalente.

ii) Si trovi una funzione generatrice della W.
iii) Scrivere le componenti del campo vettoriale hamiltoniano
Xg =¥, Xy,
dove

1 q2
H t) =1 2~ )L
(p,q,t) nq(q 1+t> 5



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
23 Luglio 2021

Si consideri una trasformazione di coordinate dipendente dal tempo

(p.t) =+ (P.Q.1)
con
P =sing + f(q,1),
Q=¢*+pg(l+1),
definita nel dominio
D={(p,qt):peR,qg>0,t>—1},
dove f(q,t) & una funzione di classe C?.

i) Determinare una funzione f(q,¢) in modo che la trasformazione ¥ sia
canonica univalente.

ii) Trovare una funzione generatrice della trasformazione W.
iii) Scrivere le componenti del campo vettoriale hamiltoniano
Xg =¥, Xy,
dove

1 q2
H t) =1 2~ )L
(p.q,t) OgCI<q 1+t> 5



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
21 Settembre 2021

Sia dato il sistema dinamico conservativo descritto dalla lagrangiana

N é
L(qlquaqth) = 5 (q% + 1 +2q2> - (1 +q%)(1 +q%)
1

con (q1,42) € R? e (41, 42) € R
i) Trovare la hamiltoniana del sistema.

ii) Scrivere l'equazione di Hamilton-Jacobi per la funzione caratteristica W
e dimostrare che le variabili ¢;, g3 sono separabili.

iii) Trovare un integrale completo W (g1, g2, a1, a2), (a1, ) € R?, dell’equa-
zione di Hamilton-Jacobi.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
17 Novembre 2021

Esercizio 1
Si consideri la hamiltoniana

¢ 1
H(p,q,t) = §|p|2 + ﬂ(ltﬂ2 +p-q)

cont € RY, p=(p1,p2) €R? q=(q1,¢2) € (RT)2

i) Completare le relazioni

2 2
_ 4 _ %
Ql—%, Q2 ot

ad una trasformazione canonica dipendente dal tempo
o
(p.q,t) = (P,Q,1),

con P = (P, P,) € R?, Q = (Q1,Q2) € R?, e scrivere la hamiltoniana K
coniugata ad H tramite la trasformazione W.

ii) Trovare un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi associata
alla hamiltoniana K.

ili) Determinare due integrali primi indipendenti per il campo vettoriale X .

Esercizio 2
Si consideri la lagrangiana

. 1.
L(g,q) = 5612 -V(g), V(g)=q¢’logqg
conq>0,qeR.

i) Tracciare il ritratto di fase delle equazioni di Eulero-Lagrange per L.

ii) Mostrare che la soluzione %(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange con
condizioni iniziali

F0)=e 2 3(0) = (1/e—1/3)"/*
¢ una funzione periodica tale che

F(t) > 1/e, vVt e R.

ili) Mostrare che esiste un valore 7, del tempo t per cui J(¢) non puod essere
un minimo debole del funzionale di azione lagrangiana

Ap(y) = / " L), 40t



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
17 dicembre 2021

Esercizio 1
Si considerino le due funzioni hamiltoniane

1
Hy =pig2 — paq, Hs = §|p|2 +p-q,

dove p = (p1,p2) € R?, q = (q1,¢2) € R%.

i) Calcolare i flussi integrali ®¢, ®% delle equazioni di Hamilton associate ad
H1 e HQ.

ii) Mostrare che i flussi ®}, &% commutano.

iii) Trovare due integrali primi genericamente indipendenti e in involuzione
per ciascuno dei sistemi hamiltoniani definiti da Hy e Ho.

Esercizio 2
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

H.(I,p) = wil] + wols 4 2e[sin 21 cos py + I cos®(2¢1 — w2)],

dove I = (I, I5) € R%, ¢ = (p1,902) € T? sono variabili azione-angolo e
(w13w2) 7& (070)

Usare, quando e possibile, il metodo di Lie per trovare una la funzione
generatrice x di una trasformazione canonica vicina all'identita

—1

(Ip) = (I,p)

tale che la hamiltoniana H. = H. o C. non dipenda da ¢ al primo ordine
in €. Scrivere inoltre al primo ordine in € la forma normale non risonante
corrispondente a questa trasformazione.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
27 gennaio 2022

Esercizio 1
Si consideri la lagrangiana

. 1. ) . )
L(g,q) = 5612 +qg — gsint, q,4 € R.

i) Trovare la soluzione t — %(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per L
con condizioni iniziali

ii) Mostrare che, per ogni T' > 0, la soluzione 4 ¢ un minimo debole per il
funzionale di azione lagrangiana

T
Afy) = / Ly (). 4(t))dt

nella classe di funzioni C*([0, 7], R).

iii) Fissato T > 0, calcolare la slope function P(t,q) del campo di estremali
{Va(t)}o definito sulla striscia {(¢,a) : t € (0,T),a € R} dalle soluzioni
delle equazioni di Eulero-Lagrange per L con condizioni iniziali

'Yoz(o) =1, ;Ya(o) = .

Esercizio 2
Si consideri un punto materiale P di massa m che si muove nello spazio soggetto
al campo di forze derivabile dall’energia potenziale

k

Vi(z,y,z) = m -

Fz,
con (z,y,z) € R3 coordinate di P rispetto ad un sistema di riferimento fissato,
e k>0, I > 0 parametri reali.

i) Si dimostri che le coordinate cilindriche (r,z,¢) € (RT x R x T) sono
separabili nell’equazione di Hamilton-Jacobi di questo sistema meccanico.

ii) Trovare un integrale completo di tale equazione.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

H.(I,¢) = h(I) +e€f(L, ),
con
h([) = w1]1 + LUQIQ + CU313,
(L, p) =211 [Izsin(p1 — p2) cos @3 + I3sin(p1 — w2 + 3)],

dove

I=(I1,15,I3) €R®, o= (p1,902,03) €T, wi,wo,ws#0, e<1.



Determinare, quando & possibile, una funzione generatrice di una trasfor-
mazione canonica vicina all’identita

U 5 -
(L) = (I, 9)
tale che la hamiltoniana K, = H.o¥-! non dipenda da ¢ al primo ordine
in e. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente a
questa trasformazione.

Scrivere la forma normale risonante al primo ordine in € nel caso w; = 1,
wy = 2, wz = 1 e trovare due integrali primi genericamente indipendenti e
in involuzione per il sistema hamiltoniano definito da tale forma normale
risonante troncata al primo ordine in e.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
18 febbraio 2022

Esercizio 1
Si consideri la lagrangiana

. 1. .
L(‘Ta:%xay) = §($2 +y2) - Y.

i) Trovare la soluzione [0,1] 3 ¢ — F(¢t) = (Z(t),y(t)) delle equazioni di
Eulero-Lagrange per L con condizioni al bordo

7(0) =(0,0), (1) =(1,0) (1)
e calcolarne il valore dell’energia é.

ii) Scrivere lespressione del funzionale di Maupertuis, definito sulla classe
I’z delle curve variate asincrone, il cui grafico si puo scrivere nella forma
(z,y(x)), con gli stessi estremi (1) e la stessa energia € di 7. Scrivere
inoltre il funzionale nella forma

Tu(y) = / F((x); &)/ T 2 (@)de

per una qualche funzione f.

iii) Trovare 'espressione dell’arco rettilineo ¢ — F(t) = (Z(t),0) € T's che
congiunge il punto (0,0) al punto (1,0) e che ha energia é.

iv) Mostrare che si ha

JL(¥) < IL().

Esercizio 2
Si consideri la trasformazione di coordinate (p, ¢, t) & (P,Q,t) definita da

P = 2¢'\/pqlogp,
Q= e "Vpa,
sull'insieme {(p,q) € R? : p,q > 0}.
i) Dimostrare che la trasformazione ¥ & completamente canonica.
ii) Estendere ¥ ad una trasformazione canonica nello spazio delle fasi esteso.
ili) Determinare come si trasforma la hamiltoniana H(p, q) = pq tramite W.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

1
H.(I,¢) = §(a]12 + bI2) + e cos(3p1 — 2p2), e K1,

con (I1,I2) € R?, (¢1,92) € T2, (a,b) € Z?\ {0,0}.

i) Determinare la condizione che a e b devono soddisfare affinche esistano
nel sistema dei moti che non soddisfano il principio della media. Scrivere
inoltre questi particolari moti.

ii) Posto a =1, b = —2, mostrare che Iy, Is compiono oscillazioni di ampiezza
di ordine /¢ attorno a dei valori costanti.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
20 Giugno 2022

Esercizio 1
Sia v
(p,a) = (P,Q)

una trasformazione di coordinate in R?", con n > 1, dove

p:(p17p27~-~7pn), q:(QIaQ27~-~>Qn)a P:(P17P25"'7Pn)a Q:(QlaQ27"'

sono vettori di R™.
i) Posto

T = (p17q17p27q27"'7pn7qn)7 g = (P17Q17P27Q27~~~7Pn7Qn)

(§
Jo Oy ... Og
j: 02 J2 con J2:|: _1:|, 02:|:0 0:|,
. 10 0 0
. . . 02
Oy ... Oz Jo

mostrare che la trasformazione ¥ e simplettica con valenza 1 se e solo se

vale la relazione "
oy -~ |0y ~
yJ{ y} —J

ox" |0z

Suggerimento: usare la matrice ortogonale
g — T
= [e1lent1lez]enyal. .. |en|esn]
dove gli e; sono i vettori della base canonica di R2",

ii) Si consideri per semplicita il caso n = 2 e si definiscano le matrici

. op; 0q; .o
Mij—[{ﬂ@i aQi‘| 1§Z,]§2
apj aqj

Mostrare che valgono le relazioni

M1+ Moy = Mig + Moy = 1.

Esercizio 2
Si consideri la funzione hamiltoniana

1 1
He = S0 +p3) + 5(af +w’a3) +eqia

con w # 0.

i) Mostrare che la dinamica associata alla hamiltoniana Hj ottenuta da H
ponendo € = 0 & integrabile.

,@n)



ii)

iii)

Introdurre variabili azione-angolo per H attraverso la trasformazione

>
(P15 P2, q1,92) — (11, L2, 01, p2)

e scrivere la nuova hamiltoniana

K.=H.od %

Usare il metodo di Lie per trovare una trasformazione canonica vicina
all’identita )
et o~ L
(11, Iz, 1, 02) —— (11, 12, $1, P2)
tale che la hamiltoniana H. = H. o C. non dipenda da ¢, @2 al primo

ordine in €. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente
a questa trasformazione fino al secondo ordine in ¢ incluso.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
13 Settembre 2022

Esercizio 1
Sia v
(p,a) = (P,Q)

una trasformazione di coordinate in R?"™, con n > 1, dove

p:(p17p27"'7pn)7 q:((I17(I2w~~»Qn)a P:(P17P27"'7Pn)7 Q:(Q17Q27"'

sono vettori di R™.
i) Posto

T = (plvqlap27qQa"-7pn7qn)7 g = (P17Q17P27Q27"'apn7Qn)

(§
Jo Oy ... Og
j: 02 J2 con J2:|: _1:|, 02:|:00:|7
. 1 0 0 0
. . . 02
02 02 J2

mostrare che la trasformazione ¥ e simplettica con valenza 1 se e solo se

vale la relazione -
oy -~ |0y ~
9y {y} ~J

Suggerimento: usare la matrice ortogonale
_ T
S = [eilentilealenta|. .. |en]ean]
dove gli e; sono i vettori della base canonica di R?".

e Si consideri per semplicita il caso n = 2 e si definiscano le matrici

oP; oP;
- Opj 0q; .o
Op;  0g;

Mostrare che valgono le relazioni

My 4+ Moy = Mg + Moy = 1.

Esercizio 2
Si consideri la funzione hamiltoniana

1 1
He = S0 +p3) + 5 (af +w’a3) +eqia

con w # 0.

i) Mostrare che la dinamica associata alla hamiltoniana Hj ottenuta da H
ponendo € = 0 & integrabile.

in)



ii)

iii)

Introdurre variabili azione-angolo per H attraverso la trasformazione

>
(P15 P2, q1,92) — (11, L2, 01, p2)

e scrivere la nuova hamiltoniana

K.=H.od %

Usare il metodo di Lie per trovare una trasformazione canonica vicina
all’identita )
et o~ L
(11, Iz, 1, 02) —— (11, 12, $1, P2)
tale che la hamiltoniana H. = H. o C. non dipenda da ¢, @2 al primo

ordine in €. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente
a questa trasformazione fino al secondo ordine in ¢ incluso.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
17 Novembre 2022

Esercizio 1
Si consideri I'equazione di Newton

mX = kX, k>0,
dove X = (z,y) € (R\ {0})? sono le coordinate di un punto materiale di massa
m che si muove su un piano.

i) Scrivere le equazioni di Eulero-Lagrange nelle coordinate polari (¢,6) €
(R*, S') definite sul piano del moto.

Assumendo che m = 1,

ii) determinare la componente g(¢) della soluzione ¥(t) = (g(t), 6(¢)) di tali
equazioni con condizioni iniziali

iii) mostrare che per ogni tempo 7 > 0, g(¢) & un minimo debole stretto del
funzionale

A= [ " L(ae), i),

nella classe di funzioni C*([0, 7], R), dove L(q,q) ¢ la lagrangiana ridotta
che si ottiene “eliminando” la coordinata 6 nelle equazioni.

Esercizio 2

i) Data una funzione di quattro variabili scalari S(q1, g, P1,Q2) tale che

928
det 0
¢ 9(q1,42)0(Pr, Q2) #

su tutto il dominio considerato, mostrare che le relazioni

oS oS oS oS
= ), = =, = — P=——
T oy @ N To

definiscono localmente una trasformazione canonica univalente

o
(P1,P2,q1,q2) = (P1, P2, Q1,Q2).

D1

ii) Completare le relazioni
Py = qip2 — qap1, Q2 = q1p1 + q2p2
ad una trasformazione canonica univalente
(P1, 92, 15 2) > (P1, Pa, Q1, Q2),

definita su p1,p2,q1,q2 > 0, utilizzando una funzione generatrice S dello
stesso tipo del punto precedente.’

L Suggerimento: si ricordi la relazione arctan x 4 arctan % 5, valida per ogni = > 0.



ili) (facoltativo) Trovare la soluzione delle equazioni di Hamilton con hamil-
toniana

1
H(p1,p2,q1,92) = 110g2(lﬁ +¢2) + q1(p1 + p2) — q2(p1 — p2)

e con condizioni iniziali



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
21 Dicembre 2022

Esercizio 1
Si consideri la funzione di Hamilton

H(p,q) = p|* + |a]* — pip2 — q1¢e,

con p = (p1,p2) € R?, q = (q1,¢2) € R%.

i) Determinare una trasformazione canonica

(p.q) > (P,Q),

tale che le nuove coordinate Q siano separabili nell’equazione di Hamilton-
Jacobi per la funzione di Hamilton K = H o U1,

ii) Trovare due integrali primi genericamente indipendenti e in involuzione
per il sistema hamiltoniano definito da H.

ili) Scrivere un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi associata
alla funzione K.

Esercizio 2
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

He(l, ) = h(I) +€f (1, ),

h(I) = Liwy + Ihws + [3ws,
F(IL, ) = Lily[cos® (o1 — p2) + sin 1 sin(2p2 — 93)],
dove
I=(I1,1,,13) €R® ©=(p1,02,03) €T3, w; €¢R\{0},i=1,2,3, e< 1.
i) Determinare, quando ¢ possibile, una funzione generatrice di una trasfor-

mazione canonica vicina all’identita

T, o= .
(L) = (1,9)
tale che la hamiltoniana K, = H.o ¥ ! non dipenda da ¢ al primo ordine
in €. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente a
questa trasformazione.

ii) Scrivere la forma normale risonante al primo ordine in € nel caso wy = —1,
wy = 1, wg = 3 e trovare due integrali primi genericamente indipendenti e
in involuzione per il sistema hamiltoniano definito da tale forma normale
risonante troncata al primo ordine in e.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
11 Gennaio 2023

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Si descrivano le traiettorie del moto geodetico di un punto materiale sulla
superficie di equazioni

x=r(z)cosp
oS 2
= 1 :2 _—
y=r(z)sing o) =2+ 2%,
2=z

dove z € R, € S', disegnando anche il ritratto di fase nel piano delle fasi
ridotto con coordinate z, Z nel caso in cui la componente del momento angolare
M lungo I’asse z sia non nulla.

Esercizio 2
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

2 2 2.2 2
pitpy | t7(gi +4¢ P1g1 + P2q2
H(p1,p2, g1, 42,1) = =52 + ( 5 2) : — P21 — P12,
con p1,p2,q1,q2 € Ret € RT.
i) Data la trasformazione canonica dipendente dal tempo
U o, - o .
(p1,p2, 01,92, t) = (P1,D2,q1, Ga, t)
con
~ p1 ~ b2 ~ -
L= P2 == q1 = tq1, G2 = tq2,
scrivere il campo vettoriale X 7 = ¥, Xy associato alla nuova hamiltonia-
na H.

ii) Mostrare che la funzione

F(q1,p2,Q2, P1) = Q2(q1 — P2) + P2 P2

genera una trasformazione canonica univalente

(P1,P2,q1,G2) Lt (P1, P2,Q1,Q2)

sul dominio della funzione H tale che le nuove coordinate @1, Q2 siano
separabili per la funzione di Hamilton K = H o 1,

iii) Trovare la soluzione per ¢ > 1 delle equazioni di Hamilton associate ad H

con condizioni iniziali p1(1) = p2(1) = 1(1) = ¢2(1) = 1.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

He(l, ) = h(I) +€f (1, ),



con

dove

1
h(I) = 5(aff + 0I5 +cl3),

F(I,9) = cos®(p1 — 2 — p3) +sin(p1 — 2¢2),

I=(I1,1,,13) €R® @ =(p1,02,03) €T3, a,b,ccR\{0}, e<1.

i)

Determinare dei valori dei coefficienti a, b, ¢ per cui esistono dei moti
del sistema che non soddisfano il principio della media. In particolare,
discutere ’evoluzione temporale delle azioni.

Assumendo a = b = ¢ = 1, usare il metodo di Lie per trovare una
trasformazione canonica vicina all’identita

-1

C A T
(I1, Iz, I3, 1, 2, p3) — (11,12, I3, $1, P2, P3)

tale che la hamiltoniana H. = H. o C. non dipenda da @1, @2, $3 al primo
ordine in €. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente
a questa trasformazione fino al primo ordine in e.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
3 Febbraio 2023

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Data la funzione di Lagrange

. 1. )
L(g,q) = §q2 —V(qg), V(q) =loggq, geR", GeR,

si consideri la soluzione «(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per L(q, ¢) con
condizioni iniziali
q(0) =1, 4(0) = 0.

Mostrare che la soluzione 7(t) per ogni tempo 0 < 7 < t9, con ty estremo
superiore del suo intervallo massimale di definizione, & un minimo debole per il
funzionale di azione lagrangiana

Aly) = / " Ly (t), 4(0))de

nella classe di funzioni C'*([0, 7], R).

Esercizio 2
Si consideri la funzione di Hamilton

1 1

H y P2, 41, =35 2+2+7’
(p1,P2,q1,92) 2(1 p2) @+ 2

con (p1,p2) € R? e (q1,92) € R?\ {(0,0)}.

i) Determinare una trasformazione canonica

(plap2aq17q2) E) (Pl,PQanaQZ)a

tale che le nuove coordinate ()1, (J2 siano separabili nell’equazione di
Hamilton-Jacobi per la funzione di Hamilton K = H o 1,

ii) Scrivere un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi associata
alla funzione K.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano definito dalla funzione di Hamilton

HE(:I:’ 90) = h(I) + Gf(Iv 90)7
dove

h(I) = Lwr + Lows + I3ws,
f(@ ) = 211 [Izsin(p1 — p2) cos 3 + I3 sin(p1 — w2 + @3)],

L= (I1,12,13) €R’, @ =(p1,02,03) €T°, wi,wp,w3#0, 0<e< L



Determinare, quando & possibile, una funzione generatrice di una trasfor-
mazione canonica vicina all’identita

tale che la hamiltoniana K. = H.o¥_! non dipenda da ¢ al primo ordine
in €. Scrivere inoltre la forma normale non risonante.

Scrivere la forma normale risonante al primo ordine in € nel caso
(w17w27w3) = (27 1a 1)

e determinare quali combinazioni lineari delle azioni I sono integrali primi
per il campo vettoriale definito dalla forma risonante trascurando i termini
di ordine €2.



Prova scritta di Istituzioni di Fisica Matematica
17 aprile 2023

Esercizio 1
Si consideri la lagrangiana

. 1. ) . )
L(q,q)=§q2+qq+q2—qsmt, q,q € R.

i) Trovare la soluzione t — %(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per L
con condizioni iniziali

ii) Mostrare che, per ogni T > 0, la soluzione % & un minimo debole per il
funzionale di azione lagrangiana

nella classe di funzioni C*([0, 7], R).

ili) Fissato T' > 0, calcolare la slope function P(t,q) del campo di estremali
{Va(t)}o definito sulla striscia {(¢t,«) : t € (0,T),« € R} dalle soluzioni
delle equazioni di Eulero-Lagrange per L con condizioni iniziali

’Yoz(o) =1, ’Ya(o) = Q.

Esercizio 2
Si consideri una trasformazione di coordinate dipendente dal tempo

(n.0.t) = (P.Q.1)
con
P =sing+ f(q,t),
Q=q"+pq(l+1),
definita nel dominio
D={(p,q,t):peR,qg>0,t>—-1},
dove f(g,t) ¢ una funzione di classe C?.

i) Determinare una funzione f(¢,t) in modo che la trasformazione ¥ sia
canonica univalente.

ii) Trovare una funzione generatrice della trasformazione 0.

iii) Scrivere le componenti del campo vettoriale hamiltoniano
Xk =V, Xp,

dove
2

q
)

Ap.at) = {2(1+t)



Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

HE(LQD) = h(I) +6f(1790)a

h([) = w1[1 —|— (,OQIQ,
fI, ) = L1 I1[cos® (g1 — 2) + sin ¢y sin(2p,)],

dove
I=(I,L)€R? ¢=(p1,p02) €T? wi,wp #0, e< 1.

i) Determinare, quando ¢ possibile, una funzione generatrice di una trasfor-
mazione canonica vicina all’identita

T, o= .
(L, 0) = (1,9)
tale che la hamiltoniana K, = H.o ¥ ! non dipenda da ¢ al primo ordine
in €. Scrivere inoltre la forma normale non risonante corrispondente a
questa trasformazione.

ii) Scrivere la forma normale risonante al primo ordine in € nel caso w; =
1, wy = 1 e trovare due integrali primi genericamente indipendenti e in
involuzione per il sistema hamiltoniano definito da tale forma normale
risonante troncata al primo ordine in e.



Compito di Istituzioni di Fisica Matematica
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(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1
Si consideri il moto di un punto materiale P in R3 di massa unitaria soggetto
ad una forza centrale con energia potenziale

con p distanza di P dal centro delle forze O.

i) Scrivere la lagrangiana del sistema nelle coordinate polari (p, #) € R* x S*
introdotte nel piano del moto (assumendo che il momento angolare di P
rispetto ad O sia diverso da zero).

ii) Trovare la soluzione 7(t) = (p(t), 6(t)) delle equazioni di Eulero-Lagrange
del punto i) con le condizioni iniziali

p(0)=1, p(0)=0, 6(0)=0, 6(0)= k.

iii) Usando la lagrangiana ridotta L(p, p), ottenuta col metodo di Routh, cal-
colare l'estremo superiore dei tempi ¢; > 0 tale che la componente p(t)
della soluzione 7(t) del punto ii) sia un minimo debole stretto dell’azione
lagrangiana A; nell’insieme delle funzioni C*([0,#;], R).

Esercizio 2
Si considerino i due sistemi hamiltoniani con funzioni di Hamilton

H(p,q)=p-a+p|*>, K(p.q)=p-a+]qf,
conq € (RT)" epeR"™.

i) Trovare un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi associata
alla hamiltoniana K.

ii) Indicando con Xy ed Xk i campi vettoriali hamiltoniani associati ad H
e K, rispettivamente, determinare il campo vettoriale

X = Xk, Xy

e dimostrare che ¢ integrabile trovando n integrali primi in involuzione e
genericamente indipendenti nel dominio in cui sono definite le variabili q,

p.

iii) Determinare il flusso ®!(p,q) del campo vettoriale X.

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

1
H(I,p)= 5(112 — I3) + €[cos(k - @) + sin(k - @],
dove e 1e
I=(I,0)cR? = (p1,02) €T? k= (ki k2) € Z*\{(0,0)}.



i) Determinare, quando ¢ possibile, una funzione generatrice di una trasfor-
mazione canonica vicina all’identita

(L) 25 (I, @),

con I = (I,,1,), ¢ = (¢1,@2), tale che la hamiltoniana K, = H, o ¥_!
non dipenda da ¢ al primo ordine in e.

ii) Trovare dei valori del vettore k in modo tale che non sia soddisfatto il
principio della media, scrivendo una famiglia di moti che lo viola.
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Esercizio 1
Si consideri ’equazione di Newton

di un punto materiale di massa unitaria che si muove sul piano (z, z) soggetto
ad una forza di intensita costante.

i) Determinare la soluzione di tale equazione con condizioni iniziali
z(0)=0, #(0)=1, 2z(0)=0, 2(0)=0.

ii) Mostrare che la funzione u(xz) = z(x) ottenuta dalla soluzione del punto
precedente, & un estremale del funzionale

Ty
AL = / L(a(z), @ (z))dz,
0
definito dalla lagrangiana

L(u,u") = vV1—uv1+u?

con v = %.
X

ili) Mostrare che @(z) € un minimo debole stretto del funzionale A, per ogni
21 > 0 nella classe di funzioni C1([0, 1], R). Suggerimento: cercare la
soluzione dell’equazione di Jacobi in una forma polinomiale.

Esercizio 2

i) Si completi la relazione
Q=c¢
ad una trasformazione canonica univalente
o
R*> (p,q) = (P,Q)
tramite il metodo della funzione generatrice.

ii) Si consideri il sistema hamiltoniano ad un grado di liberta con funzione di
Hamilton 1
H(p,q) = 5p*e™* +p
e se ne calcoli la soluzione con condizioni iniziali al tempo t =0
po =1, 9% =0
considerando il sistema hamiltoniano ottenuto tramite la trasformazione
canonica V.
iii) Fissato un tempo 7 > 0 si verifichi che si ha
K(¢T(P7 Q)) = K(P7 Q)v

dove K = HoU~! e ® (P, Q) ¢ il flusso integrale del campo vettoriale
hamiltoniano X .
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Esercizio 1
Si consideri la funzione di Hamilton

1
H(p,q) =p} —p5+ 5.,
) 1R g g

1 2
con p = (p1,p2) ER?, g = (q1,92) €R* e 1 > ¢o.

i) Determinare una trasformazione canonical

(p.@) > (P.Q),

tale che le nuove coordinate @ siano separabili nell’equazione di Hamilton-
Jacobi per la funzione di Hamilton K = H o U1,

ii) Scrivere un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi associata
alla funzione K.

Esercizio 2
Si consideri la funzione di Hamilton

1
H(I,¢)= 5(11 — I)? 4 e[cos(p1 + p2) + cos(1 — p2)]

con I = (I1,I5) € R?, ¢ = (p1,p2) € T?.

i) Mostrare che il sistema hamiltoniano associato ad H. ¢ integrabile scri-
vendo due integrali primi indipendenti e in involuzione;

il) mostrare che il sistema hamiltoniano associato ad H. non soddisfa il
principio della media al primo ordine in ¢;

iii) tramite il metodo di Lie, scrivere la forma normale risonante H. di H.
relativa alla risonanza singola definita da k. = (1,1);

iv) trovare la soluzione generale del sistema hamiltoniano associato ad H.
cancellando i termini O(e?).

1E utile ricordare la relazione cosh? z — sinh? z = 1.
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Esercizio 1
Si considerino le funzioni

Gt)y=e'/? Sin(?”

Co(t) = e /2 (Acos(?t) + Bsin(?t)),

con A,BeR,A#0.
Usando il teorema di oscillazione di Sturm, mostrare che tra due zeri conse-
cutivi di (7 esiste un unico zero di (3, e viceversa.

Esercizio 2
Si consideri la trasformazione di coordinate

(p.q) = (P, Q)

con 9 9
_¢p ~ (1—gqp)
= ; Q=-—5—"

1—gqp q°p

)

e (p.q) €R? pg#0,1.

i) Verificare che la trasformazione & canonica univalente.

ii) Dopo aver mostrato che
¢’p = QP?,
utilizzare questo risultato per determinare la trasformazione inversa della
trasformazione data.

iii) Trovare una funzione generatrice S(q, P).

Esercizio 3
Si consideri il sistema hamiltoniano definito dalla funzione di Hamilton

1
H.(p,q) = 5(272 +w?q?) + &g,

con (p,q) ER?, w>0,e < 1.

i) Trovare una trasformazione canonica

(p,q) =5 (1, )

con I € R, p € St tale che la hamiltoniana K.(I,) = H. o (I, )
assuma la forma
Ke(L,p) = h(I) +ef(1, ).

ii) Determinare una funzione generatrice di una trasformazione canonica vi-
cina all’identita

N -
(L) = (1, 5)
tale che la hamiltoniana K.(I,$) = K. o W-1(I,) non dipenda da ¢ al
primo ordine in €. Scrivere inoltre la forma normale non risonante.
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Esercizio 1

i) Mostrare che la funzione y(z) = coshx & un estremale del funzionale

X1
A= [ L),y @)
0
definito dalla lagrangiana

Ly, y') =y V1+y?

dy

cony = L.

ii) Mostrare che y(z) & un minimo debole stretto del funzionale Aj, per ogni
x1 > 0 nella classe di funzioni C([0, z;], R).

Esercizio 2
Si completino le relazioni

Pi=pi—p—a1—q
Qi=p1+p2+q —q

ad una trasformazione canonica lineare

o
R* 3 (p1,p2.q1.q2) = (P1, P2, Q1,Q2) € R

Esercizio 3
Si consideri la funzione di Hamilton

1(p}  p3
H(p1,p2,q1,42) = ) (q; +2) - COS(Q% - q%),
1

con (p1,p2) € R? e (g1, ¢2) € (RT)?.
i) Si mostri che la trasformazione canonica
v
(plap% q1, q2) - (Ph P23 Qla QQ)a

ottenuta completanto la trasformazione puntuale

1

Q1= Q(q% - qg)v
1

Q2 = §(Qf +43),

rende separabili le nuove coordinate QQ1, Q2 nell’equazione di Hamilton-
Jacobi per la funzione di Hamilton K = H o U1,

ii) Trovare la soluzione per ¢ > 0 delle equazioni di Hamilton associate ad H
con condizioni iniziali p1(0) = p2(0) = ¢1(0) = ¢2(0) = 1.
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Esercizio 1
Si descrivano le traiettorie del moto geodetico di un punto materiale di massa
unitaria sulla superficie di equazioni

1—&—%%4) se z £ 0,

= r(z)sin r(z) =
y=r(z)sing (=1, DO

zZ=Zz

x=r(z)cose {

dove z € R, € S', disegnando anche il ritratto di fase nel piano delle fasi
ridotto con coordinate z, Z nel caso in cui la componente del momento angolare
lungo I'asse z sia non nulla.

Esercizio 2

i) Si consideri la relazione

1 1 1

0 1 1
P = Ap + Alq, A=

0o ... 0 1

che coinvolge i vettori P,p,q € R™. Si puo estendere tale relazione ad
una trasformazione canonica lineare (p, q) — (P, Q) di R*"?

ii) Data la relazione
P = Ap + Bag,

con A, B matrici reali invertibili di ordine n, quale proprieta devono soddi-
sfare A e B affinché tale relazione si possa estendere ad una trasformazione
canonica lineare (p, q) — (P, Q) di R?"?

iii) Siano A, B, C matrici reali invertibili di ordine n. Assumiamo che A e
CB! siano simmetriche e che (C — B)A = I. Si trovino le soluzioni del
sistema hamiltoniano con funzione di Hamilton

H(p,q) = (p+q)  A(Bp+Cq)

con condizioni iniziali p(0) = e, q(0) = 0.

Esercizio 3
Si consideri la funzione di Hamilton

H.(I1, Iz, 01, 02) = w(I1 + I2) + £[cos(p1 — p2) + cos o]
con (I1,1I2) € R?, (p1,02) €T? ew € R, w # 0.

i) Mostrare che il sistema hamiltoniano associato ad H. ¢ integrabile scri-
vendo due integrali primi indipendenti e in involuzione.

ii) Trovare le soluzioni del sistema hamiltoniano associato ad H. e dire se
tale sistema soddisfa il principio della media.



iii) Si consideri adesso la funzione di Hamilton
K. = H_. + <l cos pa.

Scrivere la forma normale risonante di K, relativa al multi-indice risonante
k* = (1,-1), al primo ordine in €.
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Laurea Magistrale in Matematica
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Esercizio 1
Si consideri la lagrangiana

La.d) =3¢ -V, V@ =— —a

con ¢ € R\ {0}, ¢ € R.

i)

ii)

iii)

iv)

Scrivere ’equazione di Eulero-Lagrange relativa a L e tracciare il suo
ritratto di fase.

Si consideri la soluzione ¢ — ~; (¢) delle equazioni di Eulero-Lagrange per
L con condizioni iniziali

10)=1,  H(0)=2.
Mostrare che I'intervallo massimale destro di 7 ¢ [0, +00).

Mostrare che per ogni tempo 7, con 0 < 7 < 400, la soluzione ~;(t) & un
minimo debole per il funzionale di azione lagrangiana

A = | " Ly(r), ()t W

nella classe di funzioni C*([0, 7], R).

Si consideri la soluzione ¢ — 75(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per
L con condizioni iniziali

72(0)=-2,  4(0)=0.
Mostrare che 7, € definita su tutto R ed & periodica.

Mostrare che esiste un tempo 7 > 0 tale che la soluzione 75(t) non &
un minimo debole per il funzionale definito in (1) nella classe di funzioni
c([o, ], R).

Esercizio 2
Si consideri la funzione di Hamilton

P} | P

1
H(p17p27Q1>Q2):2(q2 +q2>+q%+q%7
1 2

con (p1,p2) € R? e (q1,q2) € (R\ {0})2.

i)

Estendere le relazioni

Plzpila P2:p£7

q1 g2

ad una trasformazione canonica

(plap23q17q2) E) (PhPQanaQQ)a

sul dominio di H. Scrivere inoltre la funzione di Hamilton K = H o U1,



ii) Trovare due integrali primi per il campo vettoriale associato ad H in
involuzione ed indipendenti tra loro.

iii) Scrivere un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi associata
alla funzione K.

iv) Scrivere la soluzione del sistema hamiltoniano per H in corrispondenza

delle condizioni iniziali p;(0) = p2(0) = 0, ¢1(0) = ¢2(0) = V2.

Esercizio 3
Si consideri la funzione hamiltoniana

H(Il,IQ,Ig,wl,wg,wg) = wlfl +WQIQ+L¢)3]3+€ [Sin ®1 COSs Y2 —+ sin2(<p2 — 2()03)]

con (I, I, I3) € R3, (p1,¢02,p3) € T3, ¢ < 0. Determinare quali condizioni
devono essere soddisfatte da wy, we, ws affiche valga il principio della media.
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Laurea Magistrale in Matematica
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Esercizio 1
Si consideri la lagrangiana

La.d) =3¢ -V, V@ =— a

con g € R\ {0}, ¢ € R.

i)

ii)

iii)

iv)

Scrivere ’equazione di Eulero-Lagrange relativa a L e tracciare il suo
ritratto di fase.

Si consideri la soluzione ¢ — 71 (t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per
L con condizioni iniziali

Nn0) =1 5(0) =2
Mostrare che l'intervallo massimale destro di v ¢ [0, 4+00).

Mostrare che per ogni tempo 7, con 0 < 7 < 400, la soluzione ~;(t) & un
minimo debole per il funzionale di azione lagrangiana

AL() = / " Ly(r), ()t W

nella classe di funzioni C*([0, 7], R).

Si consideri la soluzione t — 75(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per
L con condizioni iniziali

72(0)=-2,  42(0)=0.
Mostrare che 7, € definita su tutto R ed & periodica.

Mostrare che esiste un tempo 7 > 0 tale che la soluzione 72(t) non &
un minimo debole per il funzionale definito in (1) nella classe di funzioni
([0, 7], R).

Esercizio 2
Si consideri la funzione di Hamilton

1
H(p1,p2, 415 42) = 5 (pT + p3) + q142,
con (p1,p2) € R% e (q1,q2) € R2.
i) Estendere le relazioni
41— Q2 _ G1tq2
Ql = 2 ) Q2 - 2 ’

ad una trasformazione canonica

(plap23q17q2) E) (PhPQanaQQ)a

sul dominio di H. Scrivere inoltre la funzione di Hamilton K = H o U1,



ii) Trovare due integrali primi per il campo vettoriale associato ad H in
involuzione ed indipendenti tra loro.

iii) Scrivere un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi associata
alla funzione K.

iv) Scrivere la soluzione del sistema hamiltoniano per H in corrispondenza
delle condizioni iniziali p1(0) = ¢1(0) = 2, p2(0) = ¢2(0) = 1.

Esercizio 3
Si consideri la funzione hamiltoniana

H(Il,IQ,Ig,wl,wg,wg) = wlfl +WQIQ+L¢)3]3+€ [Sin ®1 COSs Y2 —+ sin2(<p2 — 2()03)]

con (I, Iz, 13) € R3, (¢1,p2,¢3) € T3, ¢ < 0. Scrivere la forma normale
risonante al primo ordine in € nel caso w; = 1, wy = 2, wg = 1 e trovare
due integrali primi genericamente indipendenti e in involuzione per il sistema
hamiltoniano definito da tale forma normale risonante troncata al primo ordine
ine.



