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Primo Esercizio

Si consideri un punto materiale P di massa unitaria (m = 1) libero di muoversi
in un campo di forze centrali con energia potenziale

Fo)=f(p)S, weR,

dove p=lz|>0e

f(p) ==(p—1)*logp.
Assumendo che il momento angolare di P rispetto al centro delle forze sia diverso
da zero,

i) scrivere esplicitamente I’espressione dell’energia potenziale V(p);
ii) disegnare il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto con coordinate p, p;

iii) dimostrare che il valore minimo che puo6 assumere ’energia totale ¢ minore
del valore assunto dall’energia potenziale efficace per p = 1, cioeé del valore

V().

Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Sul piano verticale Oxy si consideri un
semidisco omogeneo di massa m e raggio r che rotola senza strisciare sulla guida
Oz. Introduciamo 'angolo —5 < 6 < 5 tra la direzione di Oz e la direzione
della retta passante per i punti A e B. Si assuma che all’istante iniziale t = 0
si abbia # = 0 e che il punto di contatto P del semidisco con Oz coincida con
O. L’angolo 6 aumenta in corrispondenza ad un rotolamento orario (rispetto
ad Oz) del semidisco. Sul sistema agisce la forza di gravita di accelerazione g
parallela ad Oy e di modulo uguale a g.

Si utilizzi @ per descrivere il moto.
i) Calcolare la posizione del baricentro del semidisco in funzione di 6.

ii) Scrivere I’equazione pura del moto del semidisco utilizzando le equazioni
cardinali della dinamica.



iii) Assumendo di conoscere la soluzione 6(t) dell’equazione del moto trovata
nel punto ii), date le condizioni iniziali (0) = 0, §(0) # 0, scrivere le
componenti ®,(t), ®,(t) della reazione vincolare che la guida Oz esercita
sul semidisco.

Terzo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Sul piano orizzontale Ozy si consideri
il seguente sistema meccanico. Gli estremi A e B di un’asta di lunghezza ¢ e
massa m possono muoversi lungo una guida parabolica di equazione

Il punto medio del segmento AB & collegato tramite una molla di costante
elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla ad un punto materiale P di massa M
che puo muoversi lungo I'asse Oy. Sul sistema non agisce la forza di gravita.
Si utilizzino come coordinate lagrangiane l'ordinata y di P e I'angolo —5 < 0 <
5 tra Passe Ox e la direzione della retta passante per i punti A, B. L’ango-
lo # aumenta in corrispondenza ad una rotazione antioraria (rispetto ad Oz)
dell’asta.

i) Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema.

ii) Discutere la stabilita delle configurazioni di equilibrio trovate.




Soluzione Primo Esercizio
i)

L’energia potenziale ¢ data da

Vip) = —/f(p)dp = /(p— 1) log pdp,

che si puo risolvere per parti, ottenendo

2

3 3
p 2 p P
Vip) = (— — ) 1 - - —.
(p) g tp—p)logp—" —p+ 7
i)
Introduciamo ’enegia potenziale efficace
3 3 2 2
(c) P 2 P P c
R (A P
off 3+p p° ) logp 9 p+ 5 +2p2

Notando che
lim p%logp =0, a=1,23,
p—0+

troviamo

Inoltre

Cerchiamo i punti critici di Véfcf) (p). Da

dv(;) ) C2
el — (p—1)2logp— — =0
ap (p—1)"logp =0
si ha
1ng_L
p3(p—1)%

Si puo mostrare che esiste un unico valore reale p di p che soddisfa questa

equazione. Inoltre p > 1. Il grafico di Vég) (p) ed il ritratto di fase richiesto sono
mostrati nelle due figure riportate nella pagina seguente.

i)
Dal grafico di Véff)(p) eda p>1siha

i = Vi () < VG (1),

dove hpin € il valore minimo che puo assumere ’energia totale.
p



20



Soluzione Secondo Esercizio
i)
Introduciamo la base {e;, ez, e3}.
Si puo prima calcolare la distanza h del baricentro G dal punto medio C del

segmento AB:
1 [ [ 4
h:—/ / apgsin9dpd9:—r,
m Jo Jo 3T
2m

con 0 = =&, Dunque si ha
™r

Xc = Xc — hsinfle; — hcosfe,,

con
Xc = Xp +re
e
xp = rbe;.
Risulta

x¢ = (rf — hsinf)e; + (r — hcosf)es.

ii)
L’equazione pura del moto del semidisco si ottiene dalla seconda equazione
cardinale della dinamica rispetto al punto di contatto P:

Mp:Np—mVpXVG. (1)
Abbiamo
vg = 0[(r — hcosf)e; + hsinfey],
Vp = T‘éel,
Np = mghsinfes.
Dunque

Np —mvp X vg = mh(g — r0?) sin fes.

Notando che P ¢ il centro istantaneo di rotazione del semidisco e che la sua
velocita angolare ¢
w = —fes,

possiamo scrivere
Mp = IP,zw = 7[13,2963.

Il momento di inerzia Ip . si puo calcolare come segue:

Ip. =Ig. +m|xc — xp|

con
r2
IG,z = IC,z — th = m(2 — h2>
Risulta 3
Ip, = mr<2r — 2hcos9>.
Allora

Mp = —mré(gr — 2h cos 9) es



Mp = —mr Kzr — 2h cos 0>9 + 2h6? sin@] es.

Proiettando 1’equazione (1) lungo ez e dividendo entrambi i membri per —msr?

si ha infine ’equazione pura del moto

3 8 N A
(237TCOS )9+37T(9 +;)sm9f0.

iii)
Proiettando la prima equazione cardinale della dinamica
mag = —mges + P,

con ® = d,e; + Py ey, lungo ey, ey, si ottiene
b, =m [9(7’ — hcos0) + 6%hsin 0} ,
o, =m [h(ésinﬂ + 62 cosh) +g} ;

dove per semplicita abbiamo omesso la dipendenza dal tempo e lasciato h.



Soluzione Terzo Esercizio
i
Introduciamo la base {e;, ez, e3}.
Le posizioni di A, B sono date da

2

LA
XA = 2Tape€1 + 7627

2
B
XB = rpe1 + &
Inoltre
rg = x4+ £cosb,
x% = 2% + (?siné,
da cui si trova p
TA = i(tanf) —cosb).
Grazie a quest’ultima relazione riusciamo a scrivere le coordinate di A e B in
funzione di §. Chiamiamo C il punto medio del segmento AB. Si ha
{
Xc = 1 [2 tanfe; + (tan2 6 + cos® 9)62] .

Introduciamo anche la posizione di P:

Xp = Ye2.

L’energia potenziale delle forze attive risulta

k
V8.y) = 5lxe - xol

k(¢ ke, ) 2
Z(Qtanﬁ) +2<4(tan 0 + cos 0)y> .

Le configurazioni di equilibrio sono soluzioni del sistema
oV kl| Ltan6 l 9 9 tan @ . B
50 =2 |:2(30820 + (4(tan 0 + cos” ) — y> ((30329 - cosﬂsme)] =0,
oV 4
n = —k:<4(tan2 0 + cos? 0) — y) =0.

Questo sistema ammette 1'unica soluzione
= /
07 y) = 07 R
0.0~ (0})
che ¢ 'unica configurazione di equilibrio.
ii)

Per discutere la stabilita di (6,9) ci interessa calcolare la matrice hessiana
V”(0,y). Si ha

o*vV k02
%(073/)_ Ta
o?V

90,9 =k
agy( .y) =k,
PV



Per il teorema di Lagrange-Dirichlet possiamo affermare che la configurazione
di equilibrio (6, 7) & stabile.
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Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Sul piano Oxy si consideri un quarto di
disco omogeneo di massa m con centro nel punto C = (R, R). Inoltre abbiamo

A= (0,R), B=(R,0).

Y
A C

- T
0 B

i) Determinare un sistema di riferimendo principale di inerzia con origine in
O motivando la risposta.

ii) Calcolare la matrice di inerzia Io definita attraverso il sistema di riferi-
mento Ozxyz.

Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozxyz. Sul piano Oxy si consideri un anello, con
raggio interno r e raggio esterno R > r, che rotola senza strisciare sulla guida
orizzontale Ozx. Un’asta lunga ¢ > R ha un estremo (A) vincolato attraverso
una coppia rotoidale mobile ad un punto del bordo interno dell’anello, mentre
laltro estremo (B) pud scivolare lungo la guida Ox. Si assuma che all’istante
iniziale il punto di contatto P dell’anello con Ox coincida con O, che ’ascissa
di A sia nulla e che ascissa di B sia maggiore di 0.

Utilizzando come parametro l'ascissa s di P,

i) calcolare la velocita angolare dell’anello;
ii) calcolare la velocita angolare dell’asta;

iii) ottenere graficamente la posizione del centro istantaneo di rotazione Cj
dell’asta in una configurazione del sistema con s > 0, come quella mostrata
nella figura, motivando la risposta;

iv) scrivere esplicitamente la posizione di Cj rispetto ad O nel caso di s # 0.



Terzo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Sul piano orizzontale Oxy si consideri
il sistema meccanico formato da un’asta OA e da un corpo rigido C vincolati
tra loro attraverso una coppia rotoidale mobile posta nel punto A. L’asta OA
¢ inclinata di /4 rispetto all’asse Ox ed il suo estremo O & vincolato all’ori-
gine da una coppia rotoidale fissa. Il corpo C & vincolato all’asse Ox da una
coppia prismatica. L’asta OA ¢ sollecitata da un carico per unita di lunghezza
distribuito uniformemente lungo I’asta dato da

Fls) = %su, se0,4,

dove F' > 0 e u ¢ un versore diretto perpendicolarmente all’asta e orientato
come si vede dalla figura. Su C agisce la coppia IN. Si assuma che tutti i vincoli
siano privi di attrito.

/ 7r/4 \@

O/"\

i) Mostrare come ottenere un sistema di forze applicate equivalente al siste-
ma costituito dal carico distribuito applicato all’asta.

ii) Determinare le reazioni vincolari interne ed esterne al sistema utilizzando
il metodo di sovrapposizione degli effetti dovuti alla coppia applicata a C
e al carico distribuito applicato all’asta.



Soluzione Primo Esercizio

i)

Il piano Ozy € un piano di simmetria per riflessione per la lamina, quindi ’asse
Oz e un asse principale di inerzia. Il piano perpendicolare al piano Ozy e pas-
sante per i punti O e C' & un piano di simmetria per riflessione per la lamina.
Quindi ’asse passante per O e perpendicolare al segmento OC' & un asse princi-
pale di inerzia. Per il teorema spettrale, I’asse passante per i punti O e C' ¢ un
asse principale di inerzia.

ii)

Notiamo che i momenti di inerzia rispetto agli assi Oz, Oy sono uguali. Intro-
duciamo le seguenti coordinate polari. Sia p la distanza di un punto P generico
della lamina da C' e sia 6 I'angolo compreso tra i segmenti CP e C'B. Allora

R ,m/2 5 8
I = / / op(R — pcos)?dpdd = mR? ( ),
o Jo

4 3
dove
_ 4m
U_WRT
Quindi
5 8
_ — 22 _ =
Ioo = I =mR (4 37r)’
5 8
_ _ 212 _ =2
I33—2I11—2mR <4 37T>

Inoltre abbiamo
I3 =13 =131 = I3 = 0.

(¢

R 7\'/2 13
I =15 = 7/ / op(R — pcos ) (R — psin)dpdd = —mR> <1 - 6>'
o Jo T



Soluzione Secondo Esercizio
i)
Introduciamo la base {e1, ez, e3}. Chiamiamo C il centro dell’anello. Introdu-
cilamo inoltre I’angolo 0 tra i segmenti CA e C'P. Dalla configurazione iniziale
descritta nel testo, si ha subito

o=-_.
R

Le posizioni dei punti C, A, P risultano

Xc = se1 + Rey,
xA = (s —rsinf)e; + (R — rcosf)eq,

Xp = Seéj.

Scriviamo la formula fondamentale della cinematica rigida per ’anello

ve =vp +w’ X (xc — XP),

con
Vo = seq,
Vp = 07
w?® = w’es.
Risulta .
$
a
W = ——e3
R

ii)
Introduciamo 'angolo « tra ’asse Ox e l'asta. Si ha

fsina = R — rcosf.

Quindi valgono le relazioni (si noti che 0 < a < 7/2)

1
Sinazz(R—TCOSG), (1)

cosa:%\/KQf(Rfrcosﬁ)Q. (2)




La velocita angolare dell’asta ¢ data da

wAB = —aes.

Derivando rispetto al tempo I’equazione (1) ed usando 1’equazione (2) si ha
. r$sinf
o =
R\/0> — (R — rcos)?’

dove abbiamo anche tenuto conto che 6 = s/R.

iii

)

La direzione della velocita di A & perpendicolare al segmento AP, in quanto P &
il centro istantaneo di rotazione dell’anello ed A puo essere visto come un punto
solidale all’anello. Introduciamo la retta r; passante per A e P. Tracciamo
inoltre la retta ro perpendicolare ad Ox e passante per B. Per il teorema di
Chasles le due rette si intersecano nel centro istantaneo di rotazione Cy dell’asta.

Y

A

< . > T
(0] P~ :
. |
T1 AN . : 79
1
iv)
L’equazione della retta passante per A e P ¢ data da
R —rcosf

(s —x).

vy= rsin 6

Le coordinate di Cy risultano

xco, =24+ Lcosa,

7R—7‘COSQ(57$ )
Yo = T sing Colo
da cui
To, =5 —rsinf + /02 — (R —rcosf)2,
R —rcosf
—_ — 1 —_ 2_ J— 2
YC, s (rsmﬁ V22— (R rcosﬁ)),
con 6 = s/R.



Soluzione Terzo Esercizio
i)
Introduciamo la base {ej, e, e3}. Poiche il sistema di forze esterne attive ap-
plicate all’asta e costituito da vettori paralleli, il trinomio invariante sara nullo.
Per un risultato visto, potremo sostituire tale sistema con un unico vettore
dato dalla risultante applicata in un punto dell’asse centrale, che sceglieremo
coincidere con il centro dei vettori paralleli. La risultante ¢ data da

¢
R:/O f(s)ds = gu.

Chiamiamo C' il centro dei vettori paralleli e P un generico punto dell’asta. La
posizione di C rispetto ad O ¢ data da

/Uz(f ~u)xpds

Xc=— 7

E I
/ f-uds
0

dove V3
2
xp(s) = 78(81 + es).
Si ottiene Y ,
2F
252 (61 +62)/ SQdS \/i
Xc = 7 F 0 = ?6(81 + 62).
/0 e—Qsds
Si noti che
2
|XC| = gga

come ci aspettavamo. Sostituiamo da qui in avanti il sistema di forze esterne
attive applicate all’asta con il sistem {R, C'}.

Y

A

/4 \@

Q/"\

ii)
Consideriamo dapprima ’azione della sola forza esterna attiva R applicata in
C.
Affinche sia C che Pasta singolarmente siano in equilibrio, la forza ®’ esercitata
dall’asta su C deve essere diversa da 0. Allora il sistema delle reazioni vincolari



/4

Qf“\

esercitate su C dalla guida Ox attraverso la coppia prismatica e equivalente a
—®' applicata in un punto qualsiasi della retta parallela ad Oy e passante per

A.

Ragioniamo adesso sull’asta. Su di essa agiscono le forze

7@/ = 7@/62,
V2F
= 4 (61 - 62)7
0o=0p,e1+Pp €

Le tre incognite ®', ®y, ., ®f, , si ottengono scrivendo le due equazioni cardinali
della statica per 'asta. Si ha

vor

@/ = 3 €,
V2F
R = 1 (61 — 62),
V2F 1
/ P P — —
@ = 1 (61 + 3€2>~

Prendiamo in considerazione ’azione del solo momento esterno attivo N appli-
cato a C.

/4 \@

O\

Cominciamo dall’asta che & scarica. Affinche sia in equilibrio le forze che agi-
scono in O e in A devono essere direttamente opposte. Inoltre, affiche C sia



in equilibrio, la forza ®" esercitata dall’asta su C deve necessariamente essere
nulla. Di conseguenza anche la risultante del sistema delle reazioni vincolari
esercitate su C dalla guida Ox attraverso la coppia prismatica e nulla. In questo
caso si ha

3" =0
3! — 0.

Il sistema delle reazioni vincolari esercitate su C dalla guida Ox & equivalente
ad una coppia di momento pari a —IN.

In definitiva, in O agisce la reazione

2F 1
b, = lo—i-@” :—\/;(614-362).

La reazione interna esercitata dall’asta su C e

V2F

=9+ =
* 3

€9.

Per quanto riguarda la coppia prismatica, le reazioni esercitate dalla guida Ox
sono equivalenti ad una coppia —IN e alla forza

V2F
3

P =

€2

applicata in un punto qualunque della retta parallela ad Oy e passante per A.
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Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Sul piano Oxy si consideri una lamina
omogenea di massa m costituita dalla regione delimitata dal segmento AB, con

(xAvyA) = (_L 1)7 (vayB) = (1; 1)
e dalla porzione di parabola

y:mQ, —1<x< 1.

Indichiamo con G il baricentro della lamina.
i) la posizione di G rispetto ad O;

ii) i momenti di inerzia assiali della lamina rispetto agli assi Gz e Gy, paralleli
rispettivamente ad Oz e Oy, esprimendoli in funzione di m;

iii) la posizione di un punto @, tale che qualsiasi asse passante per @ ed
ortogonale ad Oz sia un asse principale di inerzia per la lamina.

Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Sul piano verticale Oxy si consideri
un anello omogeneo di massa M e raggio R che rotola senza strisciare sulla
guida Oz. Gli estremi A e B di un’asta omogenea di massa m e lunghezza R
scivolano sull’anello. Una molla di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo
nulla collega il baricentro G dell’asta con l'origine O. Sul sistema agisce la forza
di gravita di accelerazione g parallela ad Oy e di modulo uguale a g. Si assuma
che i vincoli siano ideali.

Si usino come coordinate lagrangiane 1’ascissa s del punto di contatto P tra l’a-
nello e la guida Ox e 'angolo 6 tra il segmento C'G, con C' baricentro dell’anello,
e la direzione verticale.

i) Scrivere le equazioni pure del moto del sistema utilizzando le equazioni
cardinali della dinamica.

ii) Assumendo di conoscere una soluzione (6(t), s(t)) delle equazioni del moto
trovate nel punto i), determinare la reazione vincolare che la guida Ox
esercita sull’anello in P.



Terzo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Sul piano verticale Ozy si consideri il
seguente sistema meccanico. Un disco omogeneo di massa M e raggio r rotola
senza strisciare su una guida circolare fissa di raggio R e centro in O. Inoltre, &
presente un’asta omogenea di massa m e lunghezza £ con un estremo vincolato
attraverso una coppia rotoidale mobile al baricentro G del disco. Una molla
di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla collega ’altro estremo
dell’asta con l'origine O. Sul sistema agisce la forza di gravita di accelerazione
g parallela ad Oy e di modulo uguale a g. Si assuma che i vincoli siano ideali.
Si usino come parametri lagrangiani ’angolo 6 che il segmento GO forma con
I’asse Ox e I’angolo ¢ che I'asta forma con l'asse Oy.

i) Scrivere I’energia potenziale delle forze attive applicate al sistema.
Assumendo che
m=2M, ¢=3(R+r), Mg > 2k(R+ 1),
ii) determinare le configurazioni di equilibrio del sistema;

iii) studiare la stabilita delle configurazioni di equilibrio trovate nel punto ii).




Soluzione Primo Esercizio
i)

L’area della lamina ¢ data da

1,1 4
A:Q/ / dxdy = —,
0 x2 3

da cui

Sihaxzg=0c¢

1 1
o 3
Yo = */ / ydady =
m J_q1 Sz )

ii)

Abbiamo -
4 m
IGy:IOy:2U/O /mzxzdxdyzﬁa=€
Calcoliamo
on:2a/0 /ﬁy dxdyz?or:?m,
da cui 19
Iy = Toy — my2 = —m.
Gz = f0s T MYG = 77

iii)
Cerco un punto @ sull’asse Oy per il quale si abbia

Ioy = 1ge.

Allora (per un risultato visto) poiche gli assi Qx e Qy sono principali di inerzia
per la lamina, qualsiasi asse passante per @ ed ortogonale ad Oz & un asse
principale di inerzia per la lamina. Da

m
Igy =10y = g
si ha m
Pongo
Ig: = Igs + md?,
ottenendo
d = IQm - IGI o ﬁ
N m “Virs
Allora
3 23
TQ ) YQ = Ya + 5 + G



Soluzione Secondo Esercizio
i)
Introduciamo la base {ej, ez, e3}. Notiamo subito che le rette di applicazione
delle reazioni vincolari che agiscono in A e in B passano per C. Sia

V3

h=Y"
2

R
la distanza tra C e G. Abbiamo

Xp = Séi,
Xc = se; + ReQ;
xXc = (s+ hsinf)e; + (R — hcosf)es.

Scriviamo la seconda equazione cardinale dell’asta rispetto a C":

MC = NC — mvuc X vVqg.

Otteniamo

Nc = (x¢ — xc) % (Fe — mgez),
con

Fel = _kXG~
Risulta
N¢ = —h[(kR+ mg)sin + ks cos 6] es.
Inoltre .
mvc X vg = mhsfsinfes.

Infine

M¢ = Mg +m(xc — xc) X va,
con 2

m .
MG = 12 063.

La prima equazione pura del moto ¢ data da
ngé +V3miscos = —V3[(kR 4 mg) sin @ + ks cos 6] .

Scriviamo la seconda equazione cardinale dell’anello rispetto a C"

Mc = Ng,
con
Nc = (xp — xc) % (P.e1 + Pye2)
e
Mg = —MRies.
Si ottiene

d, = —M3:. (1)

La prima equazione cardinale per 'intero sistema porge

Mac 4+ mag = ®e1 + Oyex — (M +m)ges + Fy.



Proeittandola lungo e; ed utilizzando (1) si ottiene la seconda equazione pura
del moto:

(2M +m)s + ?mR(écosQ — 6%sing) = —k(s + ?Rsin@).

iii)

Per la componente ¢, abbiamo gia ottenuto ’equazione 1). Per la componente
®, proeittiamo la prima equazione cardinale per 'intero sistema lungo e per
ottenere

o, = ?mR(ésin9+9'2 cosf) + (M+m)9+kR<1 - ?COSQ)



Soluzione Terzo Esercizio
i)
Introduciamo la base {ej, ez, es}. Chiamiamo A lestremo libero dell’asta.
Abbiamo
Xc = (R+r)(cosfe; + sinfes),
XA = Xa + {(sinpe; — cos pes).

L’energia potenziale delle forze attive e data da

k
V(0,p) = §\XAI2 —g(M +m)(xc +xa) - €.

Risulta

V(8,) [(R+7)?+ %+ 2R +7)sin(p — 0)]

_k
2

+g(M +m)(R+r)sinf — ngecosgo.
i)

Consideriamo il sistema

ov

a6 ="
ov
ap

che porta a scrivere

—k(R+7)cos(p —0) + Mgcosf =0,
E(R+1r)cos(p —0)+ Mgsinp = 0.

Sommando le due equazioni si ha
cosf = —sin .

Segue che
37 3T

=——90 =—+40. 2
p=7 -0 =7+ (2)
Sostituendo la prima relazione nella prima equazione del sistema si ha
cosf [(2k(R+r)sind + Mg] =0,

da cui, tenendo conto che Mg > 2k(R + r), si ottengono le configurazioni di

equilibrio
s 3
(017501)* (§a7r>a (62,@2)* <270> .

Sostituendo la seconda relazione in (2) nella prima equazione del sistema si ha
cosf =0,
da cui si ottengono le configurazioni di equilibrio

™

(03,03) = (570) ) (04,4) = (327T,7T> .



i)
Le componenti della matrice V"' (8, ¢) risultano

2

6@7‘2/ = —3k(R +r)’sin(p — 0) — 3Mg(R +r)sin0,
OV _ 3k(R +r)?si 0) + 3Mq(R .
B2 (R+7)"sin(p —0) +3Mg(R + 1) cos ¢,
0%V 5 .

200 3k(R+r)°sin(p — 0),

PV PV

9000 900y

Prima configurazione di equilibrio:

’ 3K(R+7) — 3M 3k(R+7)
v (91"/’1):(R+T)< RRAT) . —Sk(R4 e 3Mg >

Notando che

detV”(Hl, (,01) >0,
trV" (61, 1) < 0,

concludiamo che la configurazione di equilibrio ¢ instabile.
Seconda configurazione di equilibrio:

VIO, 02) = (£7) ( _316(5&21)3]\49 —3k(?}]z€(+RrJ)rf3Mg ) '
Notando che
detV" (0, o) = IMg(R+1)? [Mg — 2k(R + )] > 0,
trV" (62, 02) =6(R+71)[Mg—k(R+7)] >0,
dove abbiamo usato I'ipotesi Mg > 2k(R+7), concludiamo che la configurazione

di equilibrio ¢ stabile per il criterio di Lagrange-Dirichelet.
Terza configurazione di equilibrio:

,, - 3k(R+71)—3Myg —3k(R+ )
V(03 03) = (RJ”’)( —3k(R+7) 3k(R+7)+3Mg )
Notando che
detV”(Qg, (pg) <0,

concludiamo che la configurazione di equilibrio ¢ instabile.
Quarta configurazione di equilibrio:

V" (04,04) = (R+1) ( 3k(R+7)+3Mg  —3k(R+r7) )

—3k(R+ ) 3k(R+r)—3Mg

Notando che
detV”(64, (,04) < 0,

concludiamo che la configurazione di equilibrio & instabile.



Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

13 Aprile 2024

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Sul piano Oxy si consideri una lamina
omogenea di massa m ottenuta rimuovendo dalla regione delimitata dal poligono
ABCDE, con

(xa,ya) = (0,-1), (zp,yp) = (1,-1), (zc,yc) = (2,0),
(IDvyD) = (1’ 1)7 (‘TEny) = (07 1)7

una porzione delimitata da un cerchio di raggio 1/2 e centro nel punto di
coordinate (1,0).

Calcolare

i) i momenti di inerzia della lamina rispetto agli assi Ox e Oy, esprimendoli
in funzione di m;

ii) il momento di inerzia della lamina rispetto alla retta passante per i punti
OeD.

Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Sul piano verticale Oxy si consideri un
disco omogeneo di massa M e raggio r che rotola senza strisciare su una guida
circolare fissa di raggio R > r e centro in O. L’estremo di un’asta omogenea
di massa m e lunghezza ¢ & vincolato tramite una coppia rotoidale mobile al
baricentro del disco. L’altro estremo dell’asta e vincolato tramite una coppia
rotoidale fissa al punto O. Sul sistema agisce la forza di gravita di accelerazione
g parallela ad Oy e di modulo uguale a g. Si assuma che i vincoli siano ideali.
Si usi come coordinata lagrangiana ’angolo 6 tra le direzioni dell’asta e dell’asse

Oy.

i) Scrivere l’equazione del moto del sistema con le equazioni cardinali della
dinamica.



-

ii) Scrivere I’equazione del moto del sistema con le equazioni di Lagrange.

iii) Calcolare I’espressione assunta dalla componente della reazione vincolare
tangente alla guida nel punto di contatto con il disco quando 6 = 0.

Terzo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxy. Sul piano Oxy si consideri il seguente
sistema meccanico. Due dischi di raggio R e massa M possono rotolare senza
strisciare su due guide circolari fisse di raggio 2R e centro nei punti di coordinate
01 = (—4R,0), O3 = (4R,0). I centri C1, Cy dei due dischi sono collegati tra
loro da una molla di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla.

Si usino come parametri lagrangiani gli angoli « e 3 che i segmenti O1Cy e O3C5
formano con l'asse Oz, rispettivamente.

i) Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema.
i) Studiare la stabilita delle configurazioni di equilibrio trovate nel punto i).

iii) Scrivere la matrice cinetica del sistema.

A




Soluzione Primo Esercizio
i)
Chiamiamo o la densita. Si ha

4am

T

Calcoliamo Ip;.
Per la lamina rettangolare ABDF si ha

. 1,1 9
I(ng:a/ / dexdy=§a.
0 J-1

Il contributo della lamina triangolare BC'D ¢ meta del contributo della lamina
quadrata OBCD che ha lato pari a v/2 e massa pari a 20, quindi si ha

(@ _1(de) o
©r " 2\12) 6
Il contributo (da sottrarre) del disco che ha raggio 1/2 e massa o /4 ¢

3 _ 1 (mr) _oT

Or =4 \16/) 64"
Risulta .
1 2 3 o 7T
to =15+ 150~ 180 =5 (5 - 35)-
Dunque

2m 5 s
e
12—7\3 32
Calcoliamo Ipy.

Il contributo della lamina quadrata OBCD che ha lato pari a v/2 e massa pari
a 20 e

Il contributo delle due lamine triangolari ABO, ODE & uguale a I((ngz

g

2
16 =5

11 contributo (da sottrarre) del disco che ha raggio 1/2 e massa o /4 ¢

73 _ on | om 170w
Ov 64 4 64
Risulta 17
_ 7 (2) B _9 ™
Dunque

2m 177
Io, = ~-=).
T 127 (5 32 >



ii)

Introduciamo il versore

2727

uz(ﬁ\/ﬁ0> .

Poiche la matrice di inerzia Ip diagonale, si ha

1 m 20 97
I: 'I :*I x I = —_— R — .
u-Tou =5 (los + Ioy) 127r(3 16>



Soluzione Secondo Esercizio
i)
Introduciamo la base {e1, ez, es}. Chiamiamo G il baricentro del disco, P il
punto di contatto tra il disco e I'asta, C' il baricentro dell’asta. Abbiamo

xX¢ = {(sinfe; — cosfes),
_ X¢
Xc 9
vg = £6(cos Be; + sinfes).
La velocita angolare dell’asta si vede subito essere
W, = 983.

Per la velocita angolare del disco usiamo la relazione

vg =vp +wg X (Xa — XP),

con wyg = wWqges €
xp = ({4 r)(sinfe; — cosbesy).

Si ottiene .
{6
wWqg = ——es.
T
Chiamiamo ® la reazione che 'asta esercita sul disco in G e ®,e; la reazione
vincolare in P tangente alla guida con e; = e3 X x¢/¥.
La seconda equazione cardinale dell’asta rispetto ad O &

MO,(L = NO,aa (1)
con (2
MO,a = m79.63
3
e

No,. = xc x (—mge2) + xa x (—®).
La seconda equazione cardinale del disco rispetto ad O ¢
Mo .4 = No.a, (2)
con

Mo g= Mg+ Mxg x vg = M{ (E— g) fes

No.q = xa X (—Mg€2 + ‘I)) + (I)t(f + 7“)63.

Dalla seconda equazione cardinale del disco rispetto ad G,

MG = (I)t’l’63,
troviamo Mo
D, = —7(9', (3)

che sostituito nell’equazione per Np 4 consente di scrivere

MU +7)

No,q = xc x (~Mgez + ®) — 5 fes.



L’equazione pura del moto si ottiene sommando (1) e (2) e proiettando lungo

€3:
m  3MY\ . m .
(3 + 2> =g (5 + M) sin 0. (4)

ii)
L’energia cinetica del sistema ¢ data da

1
)

1 m  3M :
T Ioz|wa|2 + EIpz|wd|2 = ( —+ ) 6292.

6 4
L’energia potenziale ¢ data da
m
V =mgyc + Mgyg = —gf cos 6 (5 + M) .

La lagrangiana ¢ definita da
L=T-YV,

e ’equazione di Lagrange corrispondente &

doL _ oL
dt 96 00"
Stha d oL 3M
m .
— ==+ =)0
dt 50 <3+2> ’
(§]
oL

20 = —gl (% +M) sin 6.

Si ritrova dunque l'equazione (4).

iii)
Dall’equazione (4) vediamo che per 8 = 0 si ha # = 0. Quindi dall’equazione (3)
si ha che

D4g—o = 0.



Soluzione Terzo Esercizio
i)

Introduciamo la base {e;, es, e3}. Abbiamo

xXc, = (w4R + 3Rcosa)e; + 3Rsinaes,
xc, = (4R + 3R cos f)e; + 3Rsin fes.

L’energia potenziale delle forze attive e data da
V(o 6) = Sxe, ~ X
Trascurando i termini additivi costanti si ha
V(a, B) = kR? [24(cos 8 — cosa) — 9 cos(a — B)].

Consideriamo il sistema

2%
9
ov
a5~

che porta a scrivere
kR?[24sina + 9sin(a — 8)] =0,
{kR2 [24sin 5 — 9sin(a — )] = 0.
Sommando le due equazioni si ha
sin « = sin 3.

Segue che
a=p, a=1—p. (5)
Sostituendo la prima relazione nella seconda equazione del sistema si ha
sin 8 = 0,

da cui si ottengono le configurazioni di equilibrio

(041761):(0,0), (042762):(71',7'(').

Sostituendo la seconda relazione in (5) nella seconda equazione del sistema si
ha
sin 8 (4 + 3cos5) =0,

da cui si ottengono le configurazioni di equilibrio

(043763) = (TF,O), (044,ﬂ4) = (7‘[’,0).



ii)

Le componenti della matrice V"' («, 8) risultano

0%V B
90 kER? [24 cos o + 9 cos(a — 5)],
0%V 2
¢ kR[~24cos -
R ER? | cos 8 + 9cos(a — B)],
0?V 2
9008 —9kR” cos(a — ),
o’V OV
OB Qadp’

Prima configurazione di equilibrio:

11 e 33 =9
Vv (alvﬂl) =kR ( -9 _—_15 >

Notando che
det V”(Oél, 51) < 07

concludiamo che la configurazione di equilibrio & instabile.
Seconda configurazione di equilibrio:

" oo —15 =9
V (Oég,,@g)—kR ( _9 33 )

Notando che
det V”(OLQ, ﬂg) < O7

concludiamo che la configurazione di equilibrio & instabile.
Terza configurazione di equilibrio:

-33 9
Notando che

det V”(ag, 53) > 0,
tr V”(ag,ﬂg) < 0,

concludiamo che la configurazione di equilibrio e instabile.
Quarta configurazione di equilibrio:

15 9
V”(O‘4vﬂ4) = kRz ( 9 15 > .
Notando che

det V”(O¢4, ,84) >0,
tr Vv//(0447 54) > 0,

concludiamo che la configurazione di equilibrio e stabile per il teorema di Lagrange-
Dirichlet.



iii)
Chiamiamo P; e P> i punti di contatto dei dischi con le guide. Si ha

xp, = (—4R + 2Rcos a)e; + 2R sin ces,
xp, = (4R + 2R cos 8)e; + 2R sin Bes.

Le velocita angolari dei due dischi possono essere calcolate dalla formula
ve, = vp, + wi X (Xo, — XPi)s i=1,2,

con vp, = vp, = 0. Si ottiene

L’energia cinetica del sistema puo essere calcolata come segue:

1 1
T= 3 prelwi|® + 3 Pyzlwal?,
con 3
Ip,. =Ip,. = 5MR?.

In definitiva la matrice cinetica risulta

2 L@ 0
AT ()



Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

13 Aprile 2024

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Sul piano Oxy si consideri una lamina
omogenea di massa m ottenuta rimuovendo dalla regione delimitata dal poligono
ABCDE, con

(xa,ya) = (0,-1), (zp,yp) = (1,-1), (zc,yc) = (2,0),
(IDvyD) = (1’ 1)7 (‘TEny) = (07 1)7

una porzione delimitata da un cerchio di raggio 1/2 e centro nel punto di
coordinate (1,0).

Calcolare

i) i momenti di inerzia della lamina rispetto agli assi Ox e Oy, esprimendoli
in funzione di m;

ii) il momento di inerzia della lamina rispetto alla retta passante per i punti
OeD.

Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Sul piano verticale Oxy si consideri un
disco omogeneo di massa M e raggio r che rotola senza strisciare su una guida
circolare fissa di raggio R > r e centro in O. L’estremo di un’asta omogenea
di massa m e lunghezza ¢ & vincolato tramite una coppia rotoidale mobile al
baricentro del disco. L’altro estremo dell’asta e vincolato tramite una coppia
rotoidale fissa al punto O. Sul sistema agisce la forza di gravita di accelerazione
g parallela ad Oy e di modulo uguale a g. Si assuma che i vincoli siano ideali.
Si usi come coordinata lagrangiana ’angolo 6 tra le direzioni dell’asta e dell’asse

Oy.

i) Scrivere l’equazione del moto del sistema con le equazioni cardinali della
dinamica.



-

ii) Scrivere I’equazione del moto del sistema con le equazioni di Lagrange.

iii) Calcolare I’espressione assunta dalla componente della reazione vincolare
tangente alla guida nel punto di contatto con il disco quando 6 = 0.

Terzo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxy. Sul piano Oxy si consideri il seguente
sistema meccanico. Due dischi di raggio R e massa M possono rotolare senza
strisciare su due guide circolari fisse di raggio 2R e centro nei punti di coordinate
01 = (—4R,0), O3 = (4R,0). I centri C1, Cy dei due dischi sono collegati tra
loro da una molla di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla.

Si usino come parametri lagrangiani gli angoli « e 3 che i segmenti O1Cy e O3C5
formano con l'asse Oz, rispettivamente.

i) Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema.
i) Studiare la stabilita delle configurazioni di equilibrio trovate nel punto i).

iii) Scrivere la matrice cinetica del sistema.

A




Soluzione Primo Esercizio
i)
Chiamiamo o la densita. Si ha

4am

T

Calcoliamo Ip;.
Per la lamina rettangolare ABDF si ha

. 1,1 9
I(ng:a/ / dexdy=§a.
0 J-1

Il contributo della lamina triangolare BC'D ¢ meta del contributo della lamina
quadrata OBCD che ha lato pari a v/2 e massa pari a 20, quindi si ha

(@ _1(de) o
©r " 2\12) 6
Il contributo (da sottrarre) del disco che ha raggio 1/2 e massa o /4 ¢

3 _ 1 (mr) _oT

Or =4 \16/) 64"
Risulta .
1 2 3 o 7T
to =15+ 150~ 180 =5 (5 - 35)-
Dunque

2m 5 s
e
12—7\3 32
Calcoliamo Ipy.

Il contributo della lamina quadrata OBCD che ha lato pari a v/2 e massa pari
a 20 e

Il contributo delle due lamine triangolari ABO, ODE & uguale a I((ngz

g

2
16 =5

11 contributo (da sottrarre) del disco che ha raggio 1/2 e massa o /4 ¢

73 _ on | om 170w
Ov 64 4 64
Risulta 17
_ 7 (2) B _9 ™
Dunque

2m 177
Io, = ~-=).
T 127 (5 32 >



ii)

Introduciamo il versore r
V2 V2
u=|—,—,0| .
22
Poiche la matrice di inerzia Io € diagonale, si ha

1 m 20 97
I: 'I :*I x I = —_— R — .
u-Tou =5 (los + Ioy) 127r(3 16>



Soluzione Secondo Esercizio
i)
Introduciamo la base {e1, ez, es}. Chiamiamo G il baricentro del disco, P il
punto di contatto tra il disco e I'asta, C' il baricentro dell’asta. Abbiamo

xX¢ = {(sinfe; — cosfes),
_ X¢
Xc 9
vg = £6(cos Be; + sinfes).
La velocita angolare dell’asta si vede subito essere
W, = 983.

Per la velocita angolare del disco usiamo la relazione

vg =vp +wg X (Xa — XP),

con wyg = wWqges €
xp = ({4 r)(sinfe; — cosbesy).

Si ottiene .
{6
wWqg = ——es.
T
Chiamiamo ® la reazione che 'asta esercita sul disco in G e ®,e; la reazione
vincolare in P tangente alla guida con e; = e3 X x¢/¥.
La seconda equazione cardinale dell’asta rispetto ad O &

MO,(L = NO,aa (1)
con (2
MO,a = m79.63
3
e

No,. = xc x (—mge2) + xa x (—®).
La seconda equazione cardinale del disco rispetto ad O ¢
Mo .4 = No.a, (2)
con

Mo g= Mg+ Mxg x vg = M{ (E— g) fes

No.q = xa X (—Mg€2 + ‘I)) + (I)t(f + 7“)63.

Dalla seconda equazione cardinale del disco rispetto ad G,

MG = (I)t’l’63,
troviamo Mo
D, = —7(9', (3)

che sostituito nell’equazione per Np 4 consente di scrivere

MU +7)

No,q = xc x (~Mgez + ®) — 5 fes.



L’equazione pura del moto si ottiene sommando (1) e (2) e proiettando lungo

€3:
m  3MY\ . m .
(3 + 2> =g (5 + M) sin 0. (4)

ii)
L’energia cinetica del sistema ¢ data da

1
)

1 m  3M :
T Ioz|wa|2 + EIpz|wd|2 = ( —+ ) 6292.

6 4
L’energia potenziale ¢ data da
m
V =mgyc + Mgyg = —gf cos 6 (5 + M) .

La lagrangiana ¢ definita da
L=T-YV,

e ’equazione di Lagrange corrispondente &

doL _ oL
dt 96 00"
Stha d oL 3M
m .
— ==+ =)0
dt 50 <3+2> ’
(§]
oL

20 = —gl (% +M) sin 6.

Si ritrova dunque l'equazione (4).

iii)
Dall’equazione (4) vediamo che per 8 = 0 si ha # = 0. Quindi dall’equazione (3)
si ha che

D4g—o = 0.



Soluzione Terzo Esercizio
i)

Introduciamo la base {e;, es, e3}. Abbiamo

xXc, = (w4R + 3Rcosa)e; + 3Rsinaes,
xc, = (4R + 3R cos f)e; + 3Rsin fes.

L’energia potenziale delle forze attive e data da
V(o 6) = Sxe, ~ X
Trascurando i termini additivi costanti si ha
V(a, B) = kR? [24(cos 8 — cosa) — 9 cos(a — B)].

Consideriamo il sistema

2%
9
ov
a5~

che porta a scrivere
kR?[24sina + 9sin(a — 8)] =0,
{kR2 [24sin 5 — 9sin(a — )] = 0.
Sommando le due equazioni si ha
sin « = sin 3.

Segue che
a=p, a=1—p. (5)
Sostituendo la prima relazione nella seconda equazione del sistema si ha
sin 8 = 0,

da cui si ottengono le configurazioni di equilibrio

(041761):(0,0), (042762):(71',7'(').

Sostituendo la seconda relazione in (5) nella seconda equazione del sistema si
ha
sin 8 (4 + 3cos5) =0,

da cui si ottengono le configurazioni di equilibrio

(043763) = (TF,O), (044,ﬂ4) = (0,7'(').



ii)

Le componenti della matrice V"' («, 8) risultano

0%V B
90 kER? [24 cos o + 9 cos(a — 5)],
0%V 2
¢ kR[~24cos -
R ER? | cos 8 + 9cos(a — B)],
0?V 2
9008 —9kR” cos(a — ),
o’V OV
OB Qadp’

Prima configurazione di equilibrio:

11 e 33 =9
Vv (alvﬂl) =kR ( -9 _—_15 >

Notando che
det V”(Oél, 51) < 07

concludiamo che la configurazione di equilibrio & instabile.
Seconda configurazione di equilibrio:

" oo —15 =9
V (Oég,,@g)—kR ( _9 33 )

Notando che
det V”(OLQ, ﬂg) < O7

concludiamo che la configurazione di equilibrio & instabile.
Terza configurazione di equilibrio:

-33 9
Notando che

det V”(ag, 53) > 0,
tr V”(ag,ﬂg) < 0,

concludiamo che la configurazione di equilibrio e instabile.
Quarta configurazione di equilibrio:

15 9
V”(O‘4vﬂ4) = kRz ( 9 15 > .
Notando che

det V”(O¢4, ,84) >0,
tr Vv//(0447 54) > 0,

concludiamo che la configurazione di equilibrio e stabile per il teorema di Lagrange-
Dirichlet.



iii)
Chiamiamo P; e P> i punti di contatto dei dischi con le guide. Si ha

xp, = (—4R + 2Rcos a)e; + 2R sin ces,
xp, = (4R + 2R cos 8)e; + 2R sin Bes.

Le velocita angolari dei due dischi possono essere calcolate dalla formula
ve, = vp, + wi X (Xo, — XPi)s i=1,2,

con vp, = vp, = 0. Si ottiene

L’energia cinetica del sistema puo essere calcolata come segue:

1 1
T = 3 pra|wi? + 3 Pyzlwal?,

con 3
Ip,. =Ip,. = 5MR?.

In definitiva la matrice cinetica risulta

21 (10
AT (1),



