Capitolo 5

Dinamica dei sistemi di N punti
materiali liberi

Studiamo il moto di un sistema di N punti materiali liberi nello spazio tridimensionale.
Introduciamo il baricentro del sistema e descriviamo le sue proprieta. Distinguiamo tra
forze interne ed esterne e mostriamo che le prime sono sempre conservative. Parliamo
inoltre dei sistemi di vettori applicati equivalenti e di quelli equilibrati.

5.1 Quantita dinamiche per N punti materiali

Consideriamo un sistema di punti materiali P; di massa m;, i = 1,.., N, su cui agi-
scono le forze 1*?‘Z nel sistema di riferimento ¥ = O é;€,€3. Siano &;, v;, a; la posizio-
ne, la velocita e 'accelerazione di P; relative a 3. Siano inoltre Fj, z;, v;, a; € R?
le coordinate di questi vettori in Y. Introduciamo le seguenti quantita, utili a
descrivere la dinamica degli N punti nel loro insieme:
QUANTITA DI MOTO TOTALE (MOMENTO LINEARE)

N N
p= § :Pj: § :mﬂ’j-
j=1 j=1

MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A UN POLO

N
Mg =) (P;— Q) x m;u;.
j=1
ENERGIA CINETICA

1 N
T = 5 ij|’l7j|2.
j=1
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RISULTANTE DELLE FORZE F']

l

<

N
R-YF,

J=1

MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE E RISPETTO A UN POLO Q

N
No=) (P~ Q) x F;.

J=1

POTENZA RISULTANTE DELLE FORZE Fj

N N
HZE j"UjZE E"Uj.
Jj=1 Jj=1

l

LAVORO ELEMENTARE ALL'INSTANTE t DELLE FORZE 17]

N

N
0L=> F;-dx; =Y F;-da;.
j=1 j=1
5.2 Teoremi di scomposizione relativi al baricen-
tro

Introduciamo la massa totale N
m = Z mj
j=1
e il baricentro B € E? degli N punti materiali, definito da

N

m(B—Q) =Y m;(P;—Q), (5.1)

j=1

dove Q € E? & un punto scelto a piacere.
Osserviamo che la definizione di B non dipende dalla scelta di @) infatti, scelto
Q' # @ e definito B’ tramite la relazione

N

m(B' = Q) =Y my(P;— Q)

J=1
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si ha

ZmJP Q) ZmJP Q+@Q-Q)
Z(B—Q) @-Q)=28 —Q,
per cui B’ = B.

Definizione 6. [l sistema di riferimento g, centrato in B e orientato come X,
st chiama riferimento del baricentro.

Rappresentazione della quantita di moto

Dalla (5.1) segue subito che la quantita di moto totale corrisponde a quella di un
punto avente massa totale m, che si muove come il baricentro del sistema:

N
= ij'vj = mug. (5.2)
j=1

Proposizione 20. (teorema del centro di massa) Il baricentro di un sistema di N
punti st muove come un punto materiale di massa m su cui agisce la risultante R
delle forze che agiscono sui singoli punti:

méip = R. (5.3)

Dimostrazione. Valutando la (5.2) lungo le soluzioni delle equazioni di Newton e
derivando rispetto al tempo si ottiene

N N
m:iB = E mj:ij = E _F‘j
J=1 J=1
U

Scomposizione del momento angolare rispetto a un polo )

Il momento angolare totale rispetto ad un polo @ € E? si pud scomporre come
somma di due componenti

Mg = (x5 — xq) x mvg+ MP) MP) =3 "(x; — xp) x m;(v; —vp). (5.4)
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La prima corrisponde al momento angolare rispetto a ) di un punto di massa m
che si muove come il baricentro del sistema. La seconda corrisponde al momento
angolare nel sistema nel riferimento del baricentro e non dipende dalla scelta del

polo Q.
Dimostrazione.

N N
Mo = > (xj—xp) X mv;+ > (x5 —Xq) X m;v; =
j=1 j=1
= MB + (XB — XQ) X Mvpg.

Inoltre
N
MB = M(B) + Z(Xj — XB) X mj'vB
j=1
e si ha
N N

Z(Xj —Xp) X mjvp = ij(xj —xp) X vp =m(xzp —xp) X vp = 0.
j=1 J=1

O

Osservazione 12. Nel riferimento del baricentro il momento angolare non dipende
dalla scelta del polo. Infatti in tale riferimento vale la relazione

E m;v; = mvg =0
Jj=1

e quindi, se Q,Q" € E3 con Q # @', si ha

N N
Mg = (x;—xq) xmv;+(zo—Tq) ijvj = (@;—zq) xm;v; = Mg

j=1 7=1

Scomposizione del momento risultante delle forze rispetto a
un polo ()

Il momento risultante delle forze rispetto ad un polo @ € E3? si pud scomporre
come somma di due componenti

N
No=(zp—zo) x R+ NP, NP =N "(x; - xp) x (F; —mjap) (5.5)

J=1
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la prima corrisponde al momento rispetto al polo ) della forza risultante R agente
su un punto di massa m che si muove come il baricentro B del sistema. La seconda
corrisponde al momento risultante delle forze nel riferimento del baricentro' e non
dipende dalla scelta del polo Q.

Dimostrazione.
N N
NQ = Z(mj—wg) X Fj+Z(mB—mQ) X _Fj =
j=1 j=1
= NB+(£L‘B—£L‘Q) X R.
Inoltre
N
N = N(B) + Z(IEJ - IEB) X m;ap
j=1
e si ha
N N
Z(mj - mB) X mjap = ij(mj — QJB) Xapg = m(wB — mB) x ag = 0.
j=1 j=1

O

Osservazione 13. Nel riferimento del baricentro, lungo le soluzioni delle equazions
di Newton, il momento risultante delle forze non dipende dalla scelta del polo.
Infatti, in queste ipotesi, vale la relazione

N N
ZE = iji‘j :m:iB =0
=1 =1
e quindi, se Q,Q € E3 con Q # @', si ha
N N N
No=> (z;— ) x Fj+ (wqg —mq) x »_F; =Y (x; — z¢) x F; = Ng.
Jj=1 Jj=1 j=1

in questo riferimento alle forze F; agenti sui punti P; si aggiungono le forze di trascinamento
—mjap.
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Scomposizione dell’energia cinetica

L’energia cinetica del sistema si puo scomporre come somma di due componenti
1 1
2
T = §m|v3\ +§ij(vj —vg) - (v; — vp), (5.6)
j=1

la prima corrisponde all’energia cinetica di un punto materiale di massa m che si
muove come il baricentro del sistema, la seconda corrisponde all’energia cinetica
del sistema nel riferimento del baricentro. Questo risultato € noto come teorema
di Konig.

Dimostrazione.

N N
1 1
= 5 E mj('vj — ’UB) P — ’UB E m;vp - ;= ’UB) + 5( E mj)’UB - UB.
j=1 j=1

Inoltre il secondo addendo a destra ¢ nullo. O

5.3 Forze interne e forze esterne

Possiamo scomporre le forze F che agiscono sui punti P; come somma vettoriale
di due contributi: F; = F(I) + F(E) Il vettore F() ¢ la somma delle forze che gli
altri punti del sistema esercitano su P; e si Chlama forza interna (agente su P;);

Fi(m ¢ la somma delle altre forze e si chiama forza esterna.

Assumiamo che
15’( ) F(E)( Z,. ¥, t)

cioe che ogni forza esterna F dlpenda solo dallo stato del punto P;.
Sulle forze interne E-( facciamo le seguenti ipotesi (forze di tipo classico):

N
FY = FV(@.. Z (@ ). (5.7)

[
Sl
[,

dove F ¢ la forza esercitata da P; su ;. Quindi le F( ) sono puramente posizionali
e Sono la somma vettoriale di interazioni a due corpi. Assumiamo inoltre che
valgano le seguenti proprieta:

2) Fj; ><7°Z]—0 con 1 = &; — Lj,
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3) = fij (plj) , con py; = Ty -
Osserviamo che le relazioni precedenti implicano che f;; = fji.

Osservazione 14. Queste ipotesi sulle forze sono caratteristiche della Meccanica
Classica: le proprieta 1) e 2) corrispondono al principio di azione e reazione.?

Con queste ipotesi si dimostra che la risultante e il momento risultante delle
forze interne (rispetto a qualunque polo @) sono nulli. Infatti

B _ ZF(I ZZFw: Y (F;+F;) =0

i=1 i=1 j=1 1<i<j<N
i
N
(1
Ny = YR-QxE =33 (R0l x
=1 i=1 ;7&12
- Z [(PZ’_@XEJJF(PJ'_Q)XFJ@]: Z (P, — P;) x Fy; = 0.
1si<gsN 1<icj<N

5.4 Le equazioni cardinali

Si consideri un sistema meccanico formato da N punti materiali di massa ml, ey My,
sui quali agiscono delle forze F; = FJ(I) + F (E), con forze interne F ) di tipo
classico.

Proposizione 21. Sia x(t) = (x1(t),...,xn(t)) una qualunque soluzione del

sistema di equazioni di Newton
mj:ij:Fj(:v,:b,t), ]:]_N
Allora x(t) risolve le sequenti equazioni differenziali:

p= R®)

) 5.8
MQ:NéE)—’UQXp ( )

Le (5.8) si chiamano equazioni cardinali della Dinamica.

2Troviamo gia negli scritti di Leonardo da Vinci un chiaro riferimento a questo principio. Nel
suo Codice sul volo degli uccelli (1505) egli scrive: ‘Tanta forza si fa con la cosa in contra all’aria,
quanto l'aria contro alla cosa. Vedi I’alie percosse contro all’aria far sostenere la pesante aquila
nella suprema sottile aria vicina all’elemento fuoco. Ancora vedi la mossa aria sopra’l mare,
ripercossa nelle gonfiate vele, far correre la carica e pesante nave; sicché per queste dimostrative
e assegnate ragioni potrai conoscere I'omo con le sue congegnate e grandi alie, facendo forza
contro alla resistente aria e, vincendo, poterla soggiogare e levarsi sopra di lei’.
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Dimostrazione. Calcolando la derivata di p e Mg rispetto al tempo lungo le
soluzioni delle equazioni di Newton si ottiene che

p=miép=R=R" +R®,
Mg = Ng —@q x mig = N3 + Ny —dq x mip.

Si conclude usando le ipotesi sulle forze interne fatte nella sezione precedente.
O

5.5 Sistemi equivalenti di vettori applicati

Un sistema di vettori applicati ¢ un insieme S della forma

S ={(#,P),...,(0x, Py)}

costituito da un insieme di coppie (v, P;j) che rappresentano un vettore e il suo
punto di applicazione. Le rette

Pyis; = {P; + Mi;, A € R},

passanti per P; e aventi la direzione di v, si dicono rette di applicazione, o
anche linee di azione, dei vettori vj;.

I vettori
N

N
R:Z’Uj, NQ:Z(Pj_Q)Xﬁj
j=1 j=1
si chiamano risultante e momento risultante rispetto al polo Q € E? del
sistema S.
Consideriamo adesso due sistemi di vettori applicati:

S ={(v1, P),...,(Vn, Pn)}, Sy = {(Wy,Q1), ..., (B, Qur)}-

Definizione 7. I sistemi S; e Sy st dicono equivalenti se hanno la stessa risul-
tante e lo stesso momento risultante rispetto ad un polo O qualunque.

Osservazione 15. Osserviamo che nelle equazioni cardinali (5.8) appaiono sola-
mente la risultante e il momento risultante delle forze esterne applicate nei punti
del sistema, quindi considerando un sistema di forze equivalente otteniamo le stesse
equazioni differenziali.
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Notiamo che se i sistemi S; e S; hanno la stessa risultante (ﬁsl = ﬁSQ) e lo stesso
momento risultante rispetto ad un polo ) (Ng1 = N52), allora i due sistemi hanno
lo stesso momento risultante rispetto ad un qualunque altro polo Q'

N
NG = Y (P-Q)x6,=N5+(Q-Q)xR" =
h=1
M
= NP+ (Q-Q)xR?=) (Qs— Q) x Wy =N
k=1

Definizione 8. Diciamo che un sistema di vettori applicati {(U;, Pj)}j=1.n €

equilibrato se la risultante R ¢ il momento risultante NQ rispetto ad un polo
Q@ qualunque sono nulli.

Dalla relazione
NQ,:NQ—i—(Q—Q’) X R

valida per ogni Q, Q' € E3, segue che per verificare che un sistema & equilibrato
basta controllare che, oltre alla risultante R, si annulli il momento risultante NQ
rispetto ad un particolare polo Q.

Introduciamo delle operazioni elementari, eseguibili su un sistema S =
{(v;, P;)}j=1..~ di vettori applicati, che danno luogo ad un sistema ad esso equi-
valente:

(i) composizione e scomposizione di vettori applicati in uno stesso punto;

(ii) aggiunta o eliminazione di due vettori opposti e paralleli alla retta congiun-
gente i loro punti di applicazione (vettori direttamente opposti).

Infatti, eseguendo ciascuna delle due operazioni otteniamo la stessa risultante.
Per vedere che anche il momento risultante resta lo stesso basta calcolarlo nel
punto in cui sono applicati i vettori oggetto della composizione o scomposizione
per loperazione (i), e in un punto qualsiasi della linea di azione dei due vettori
direttamente opposti per I'operazione (ii).

Osserviamo che tramite queste operazioni elementari possiamo trasportare ogni
vettore applicato lungo la sua linea di azione. Infatti dato un vettore v applicato
in P e scelto un punto () sulla linea di azione di ¥ possiamo aggiungere il vettore
nullo 0 applicato in Q e scomporlo come somma di ¥ e —¥ (operazione (i), o
anche (ii)). Possiamo poi eliminare i vettori applicati (¥, P), (=4, @), in quanto
direttamente opposti (operazione (ii)). Il sistema che ne risulta ¢ quindi composto
dal vettore ¥ applicato in Q).
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Proposizione 22. Ogni sistema di vettori applicati {(v;, Pj)}j=1,. N puo essere
ridotto tramite operazioni elementari ad un sistema di tre vettori (possibilmente
nulli) applicati in tre punti non allineati scelti a piacere.

Dimostrazione. Siano @)1, ()2, Q)3 tre punti non allineati. Mostriamo che ogni vet-

tore ¥; applicato nel punto P; si puo sostituire con tre vettori applicati nei punti

Q)i. Infatti, se U; appartiene allo spazio lineare generato da Q3 — @1, Qs — Q1 e P;

giace nel piano Q1(Q)2@3, allora usando la prima operazione elementare possiamo

scrivere ¥; come combinazione lineare di due dei vettori (Q; — P;),i = 1,2, 3.
Assumiamo ad esempio che

) N

Uj = M (Q1 — Pj) + X2(Q2 — Fy), Ql /:UJ\ ///
per opportuni coefficienti A\, Ay € R. Possiamo \K’\/pv/ Q2
sostituire (¥;, P;) con i due vettori \;(Q; — FPj),
¢ = 1,2 applicati nel punto P;. Poi possiamo b
traslare tali vettori lungo la loro linea di azione Q@3

e considerarli applicati nei punti ;.

Se invece ¥; non appartiene allo spazio lineare genera-
to da Qo — Q1,3 — @1, a meno di una traslazione sulla
sua linea di azione si puo supporre ¥; applicato in un
punto P; che non giaccia nel piano Q);Q2@)s. Possiamo
quindi scrivere

U = M(Q1— Fj) + X2 (Q2 — ) + A3(Q3 — P)),

per opportuni coefficienti \; € R, sostituire (v}, P;) con
i tre vettori A\;(Q; — P;), ¢ = 1,2,3 applicati in P; e
traslare tali vettori lungo la loro linea di azione in modo
che siano applicati nei punti Q);.

Concludo osservando che per ogni indice j abbiamo sostituito a (v;, P;) tre
vettori (possibilmente nulli) applicati in @1, @2, @3. Usando la prima operazione
elementare possiamo considerare, per ciascuno dei tre punti ();, la somma vettoriale
di tutti i vettori applicati in questo. Si ottiene cosi la tesi.

O

Proposizione 23. Ogni sistema S di vettori applicati puo essere ridotto tramite
operaziont elementari ad un sistema di due soli vettori applicati. Uno dei due punti
di applicazione puo essere scelto a piacere.

Dimostrazione. Siscelga un punto () a piacere e altri due punti @)1, Q)2 in modo che
@, Q1,2 non siano allineati. Per la Proposizione 22 possiamo ridurre § tramite
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operazioni elementari ad un sistema di tre vettori (eventualmente nulli) W, W, W,
applicati in ), ()1, () rispettivamente. Sia II; il piano passante per ), 1, Q1 + w1
e I, il piano passante per @, Qq, Q2 + Wsy. Se Wi (risp. Ws) € nullo scegliamo un
piano qualsiasi passante per @ e () (risp. @ e Q2).

Consideriamo prima il caso generale, in cui

I, # Iy, Q1, Q2 &

dove r = II; NII; e la retta corrispondente all’intersezione dei due piani. Scegliamo
un punto A # @ su r. Il vettore applicato (Wi, Q1) € equivalente all’insieme dei
due vettori applicati {('J)?,Ql), (w6, Q1)}, diretti come Q; — Q e Q; — A e tali
che w; = u?? + w1, Questi due vettori si possono trasportare lungo le loro linee
di azione in modo che risultino applicati in ) e A rispettivamente. Possiamo
inoltre eseguire una riduzione analoga sul vettore applicato (s, @2). In questo
modo abbiamo ridotto § ad un sistema di tre vettori applicati in ) e due vettori
applicati in A. Si conclude usando la prima operazione elementare.

Nei casi particolari non ancora considerati possiamo procedere come sopra
scegliendo il punto A in modo opportuno. Se

I #11;, e @ €7 (risp. Q2 € 1)

basta prendere A = )y (risp. A = Q)2), se invece
H1 — H2

possiamo prendere indifferentemente A = ) oppure A = Q.
O

Proposizione 24. Ogni sistema di vettori applicati equilibrato si puo ridurre ad
un sistema nullo, cioe costituito da soli vettori nulli, tramite operazioni elementart.

Dimostrazione. Applicando a tale sistema la riduzione della Proposizione 23 si
arriva ad un sistema di due vettori applicati che risultano necessariamente opposti
(poiché la risultante € nulla) e diretti lungo la retta congiungente i loro due punti di
applicazione (poiché il momento risultante rispetto a un polo qualunque & nullo).
Tale sistema si riduce mediante la seconda operazione elementare ad un sistema
nullo.

O

Proposizione 25. Sia S = {(vy, P1), (Va, P,), (Us, P3)} un sistema equilibrato for-
mato da soli tre vettori. Allora le rette di applicazione di tali vettori sono coplanari.
Inoltre, tali rette sono concorrenti in uno stesso punto oppure parallele.
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Dimostrazione. Indichiamo con 71, ro, 3 le tre rette di applicazione. Se queste sono
coincidenti il risultato vale banalmente. Se non e cosi allora possiamo trasportare
i vettori ¥; lungo le loro linee di azione e assumere che i punti di applicazione P;
non siano allineati. Consideriamo le coppie (Uy, Py) e (v, P). Dato un punto @
dell’asse 719, passante per P;, P, le proiezioni dei momenti

(P — Q) x vy, (P — Q) x Uy

lungo 15 sono nulle. Poiché il sistema ¢ equilibrato, il momento risultante rispetto
a qualunque polo e nullo, quindi anche la proiezione del momento

(Ps— Q) x U3

lungo 715 deve essere nulla. Dunque i vettori U3, Ps— @, P, — P; sono linearmente
dipendenti e il punto P; + ¥3 sta nel piano P, P, P;. Analogamente si dimostra
che i punti P, + vy, P, + ¥, stanno in tale piano. Quindi le rette di applicazione
T1, 79,73 sono coplanari.

Se 11, 9 si incontrano in un punto @, si possono trasportare v, U, fino ad avere
il loro punto di applicazione in (). La somma 4 = v; + v di tali vettori applicata
in () equivale al sistema dei due vettori applicati. Poiché il sistema S ¢ equilibrato,
la linea di azione r di (u, Q) deve coincidere con la linea di azione r3 di (vs, Ps),
che quindi deve passare per (). Se invece r; e ry sono parallele, ¢ parallela ad esse
anche r3: infatti, se rq, r3 avessero un punto in comune, in questo punto dovrebbe
concorrere anche 7.

O

Proposizione 26. Dati due sistemi equivalenti di vettori applicati

S1 = {(U;, Pj) }j=1,.n, Sa = {(Wy, Q) }r=1,... 1,
posstamo sempre ridurre ['uno all’altro tramite operaziont elementari.

Dimostrazione. Si consideri il sistema S) = {(—=Wp, Qpn) }n=1.. p- 1l sistema S35 =
{81, 82, 85}, composto dall’unione dei tre sistemi, si puo ridurre a S; tramite opera-
zioni elementari. Infatti per ogni vettore Wy, in Ss si trova —wy, in S} applicato allo
stesso punto )y, quindi queste coppie di vettori si possono cancellare. Osserviamo
adesso che il sistema {S1, 84} € equilibrato, poiché la risultante e il momento risul-
tante (rispetto a qualsiasi polo) di S sono opposti a quelli di S, che sono uguali
a quelli di &;. Quindi {S;, S5} si puo ridurre tramite operazioni elementari ad un
sistema nullo per la Proposizione 24. Concludiamo quindi che il sistema S3 si puo
ridurre anche a S, tramite operazioni elementari. O
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5.5.1 Asse centrale

Dimostriamo il seguente risultato.

Proposizione 27. Dato un sistema di vettori applicats
S ={(¥;, P) }i=1..n, (5.9)

con risultante R non nulla, esiste un’unica retta r, detta asse centrale, formata
da tutti e soli i punti Q € E3 tali che

Ng x R=0. (5.10)

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che per ogni scelta di P, Q € E3 si ha

Np=>((P-Q) +(Q-P)xt;=Ng+(Q-P) xR (5.11)

j=1

. / 3 —
Sceltp a piacere un punto O’ € E°; con- asse centrale N
sideriamo il piano Ilo, passante per O’ ‘ /

e ortogonale alla risultante R. Osser-
viamo che se @ € IIpr e Q' & un punto Q'
della retta {Q + AR, )\ € R} passante
per () e parallela a ﬁ, dalla relazione
(5.11) si ottiene N = No, per cui Qo
o Qi
NQ/ X ﬁ = NQ X 1% |

S
1

Q0+

—

Q

Per dimostrare l'esistenza dell’asse centrale posso quindi limitarmi a cercare
nel piano Ilp un punto @)y tale che R x Ny, sia nullo. Si ha

Ng, x R=(Np + (0' = Qo) x R) x R= Ny x R—|R]*(0' — Qy),

poiche (0" — Q) L R. Quindi, ponendo NQO x R = 0, si ottiene come unica

soluzione |
QQ—O,: = RXNO/.

| R?

Dalla relazione (5.11) segue anche che

—

Np-R=N,-R, VPQelF. (5.12)
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L’espressione N p- R non dipende dalla scelta del polo e si chiama trinomio in-
variante, con riferimento alla somma dei tre termini che si ottengono sviluppando
il prodotto scalare.

Per ogni punto @ € E? usando la formula (1.8) possiamo scrivere ]\7@ come
somma di due vettori ortogonali:

— 1 — —

Ng = @KNQ -R)R+ R x (N x R)). (5.13)

Il primo vettore ¢ lo stesso al variare di ) perché NQ - R ¢ il trinomio invariante.
Se si sceglie come polo un punto @)y dell’asse centrale si ha Ng, x R = 0. Quindi

Ny, | = min |Np|.
[ING,| &IEHS|Q|

Dalla relazione (5.13) segue anche che se )y ¢ un punto dell’asse centrale si ha
Ng, = 0 se e solo se Ng, - R = 0, quindi solo se il trinomio invariante (che puo
essere calcolato usando un polo qualunque) & nullo.

Esercizio 11. Trovare l’asse centrale nel caso del sistema S costituito delle forze
di gravita applicate in N punti materiali Py, ..., Py di masse mq,...,my:

S={(F,P)}licr.n,  F,=—migeés, (5.14)
dove g ¢ l’accelerazione di gravita.

Soluzione. La risultante delle forze ¢ R = —mgés, dove m ¢ la massa totale.
Scelto a piacere un punto O’ € E3 si ha

N
1 — — 1 ~ oy
Qo= 0= R x No = —2es x (P = 0) x (~mygey)
j=1

L’asse centrale passa per il punto Qg ed e parallelo ad R. Se scegliamo O' = B, la
formula precedente ci dice anche che il baricentro B € un punto dell’asse centrale.

O

5.5.2 Coppie di vettori applicati

Una coppia di vettori applicati e un sistema della forma

{(617 Pl)v (627 PQ)}
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tali che @, + ¥, = 0. Assumiamo @; # 0. La quantitd |[(P, — P5) x ©]/|v1],
che rappresenta la distanza tra le due rette di applicazione Pyv;, Py¥s, si chiama
braccio della coppia.

Osserviamo che il momento di una coppia di vettori applicati non dipende dalla
scelta del polo. Infatti si ha

(Q1— Q) x 1 + (Q2 — Q) X Ty = (Q1 — Q2) X 1, VQ € E3.

Proposizione 28. Ogni sistema di vettori applicati S = {(U;, P;)}iz1,..n € equi-
valente ad un sistema costituito da un vettore applicato in un punto qualunque @,
e da una coppia di vettori applicati, dipendente dalla scelta di ().

Dimostrazione. Sia R = Y. ¥; la risultante dei vettori del sistema e N = 3. (Pi—
Q) x U; il momento risultante rispetto ad un polo fissato @ € E3. Consideriamo il
sistema di vettori applicati

S, = {(R, Q)) (67 Q1)7 (_67 QQ)}

con Q1,Q, € E? e ¥ € V3, scelti in modo che il momento della coppia (Q1 —Q2) X U
sia uguale a INg. Si verifica facilmente che S’ € equivalente a S.

O

Proposizione 29. Condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema di vet-
tori applicati S = {(v;, P;) }iz1,.. N sia equivalente al sistema composto da un unico
vettore applicato in un punto opportuno, oppure ad una sola coppia, € che il tri-
nomio invariante sia nullo. Se la risultante R ¢ non nulla si ha il pPrimo caso e
il punto di applicazione é un punto qualunque dell’asse centrale; se R =0 si ha il
secondo.

Dimostrazione. La condizione . .
No-R=0 (5.15)

per un polo @ € E? (e quindi per tutti) & necessaria. Infatti se S ¢ equivalente ad
un sistema composto da una sola coppia allora questo sistema ha risultante nulla.
Se invece S ¢ equivalente ad un unico vettore applicato in un punto @’ allora il
momento risultante rispetto a )’ € nullo. In entrambi i casi il trinomio invariante
risulta nullo.

Vediamo che la condizione (5.15) ¢ anche sufficiente. Se R = 0 allora, usando
la Proposmwne 28, si trova che S e equlvalente ad una coppia di vettori applicati.
Se R #+ 0 basta osservare che NQ = 0 per ogni punto @ dell’asse centrale, infatti
si ha

NQ'R:O, NQXﬁzﬁ.
Dunque S & equivalente al sistema {(R, Q)}.
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Osserviamo che nella discussione precedente € compreso il caso di un sistema
equilibrato: in tal caso I'unico vettore o 'unica coppia sono nulli.

Esempio 3. Il sistema di forze di gravita & dell’Esercizio 11 e equivalente al
sistema &’ = {(R,B)} formato da un’unica forza R = —mgé; applicata nel
baricentro B, infatti il trinomio invariante Ny - R € nullo (tutte le forze sono

parallele ed ]\7@ e ad esse ortogonale) e il baricentro ¢ un punto dell’asse centrale.
Come conseguenza il momento risultante delle forze di gravita rispetto al
baricentro e nullo.

Osservazione 16. L’esempio precedente mostra anche che ogni sistema di vettori
applicati paralleli ha trinomio invariante nullo.

Diciamo che un sistema S = {(v;, P;)};=1,..~ di vettori applicati ¢ piano se i
punti P;, P; +9;, j =1,..., N giacciono tutti in uno stesso piano.

Esercizio 12. Mostrare che ogni sistema piano di vettori applicati ha trinomio
invariante nullo.

5.5.3 Centro di vettori paralleli

Consideriamo un sistema di vettori applicati tutti paralleli, della forma

S ={(9); Pj)}i=1,.x,

in cui

’Jj = ’Ujé,
con v; € R ed & € V? & un vettore unitario. Scelto @ € E? arbitrariamente,
chiamiamo centro dei vettori paralleli v;,...,¥y il punto C € E? definito

dalla relazione N
Zj:l v (P — Q)
E;'Vzl Uj

In modo analogo a quanto fatto per il baricentro si puo dimostrare che la definizione

del centro C' non dipende dalla scelta di Q).
Se v = ZN v; # 0 osserviamo che il punto C' appartiene all’asse centrale,

C-Q=

(5.16)

j=1
infatti
N N
NC:Z(PJ—C) ijézzvj(Pj_C) x é=v(C—C)xeé=0.
j=1 j=1

Osserviamo che il centro C' del sistema resta lo stesso se cambiamo la direzione
comune € dei vettori ¥; lasciando invariati i loro punti di applicazione P;, infatti
la definizione (5.16) non dipende da é.
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5.6 Sistemi meccanici conservativi

Proposizione 30. Le forze interne di tipo classico ammettono l’energia potenziale

VD (x Z Vii(pij(x x=(x1,...,xN), (5.17)
1<i<j<N
con W,
d = fl]u
Pz]
cioe valgono le relazioni
F"=_-v, v k=1,...,N
dove DT
ovu
2 VD =
Var { Oy, }

Dimostrazione. Osserviamo che p;; = pj; e che le funzioni V;;(p;;) e Vji(pij) pos-
sono differire solo per una costante additiva poiché f;; = f;;. Si ha quindi

N
Ve, VI = Z VaVij = Z Va, Vi
1<i<j<N =
_ Zdvkjv , rk]:_ = o _ gD
z,Pkj = kaj A Zij Fk :
jk jk j2k

Nei passaggi precedenti abbiamo usato il fatto che
Vij = Vii(pij) = Vij(li — x;51),

per cui V;; non dipende da xj, se k # 4, j. Inoltre abbiamo usato le relazioni

O|xy, —:vqu _ Tz

v = ,
@i Pkj [ oxy, |z — x|

O

Nella Figura 5.1, per N = 4, evidenziamo a sinistra con una curva tratteggiata
gli indici dei termini che appaiono nella somma che definisce V; a destra mettia-
mo invece in evidenza gli indici dei termini non nulli che appaiono nell’espressione
di Vg, VO per k = 2. T cerchi grigi pitt grandi corrispondono agli indici (i, j) per
cui si ha i = k oppure j = k. Al posto dell'indice (1,2) possiamo considerare (2, 1)
perché V5 e Vs differiscono al piu per una costante.
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iy j .
4 =+ : ° ° ° /‘ 4 =4 ° : ° \: °
3 — i [ ] [ ] // o 3 - [ ] i [ ] : o
I A I :
24 e e o 21 o L e o
1 — o] o] o] 1 -+ :\»OAJ [e] o]
9] : : : g O E— : : G,
1 2 3 4 1 2 3 4

Figura 5.1: Caso N = 4. Indici dei termini della somma che definisce V) (a
sinistra); indici dei termini non nulli che appaiono in V,, V) per k = 2 (a destra).

Osservazione 17. Possiamo anche assumere, senza perdita di generalita, che
Vii = Vji. In questo caso l’energia potenziale delle forze interne si scrive

1 N
=3 > Vilpis).

ij=1

i#]
Osservazione 18. Le funzioni
VO (a Zv,w (o). k=1...N
jh
soddisfano le relazioni
F" = v, v

ma la somma Eff:l V,C(I) non va bene come energia potenziale delle forze interne,
perché ci da un contributo doppio delle forze.

Introduciamo la potenza delle forze interne e esterne, denotate rispettivamente

con
N

N

_ () - (E)

S IL LT R S R
j=1

Jj=1
Con questa notazione si ottiene

I =19 + 0.

Abbiamo la seguente
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Proposizione 31. (teorema dell’energia cinetica) Sia x(t) = (x1(t)...xzN(t))
una qualunque soluzione delle equazioni di Newton (1.13). Allora, lungo questa
soluzione vale la relazione

T=1=1"D 4+ 1®, (5.18)
Se le forze interne sono di tipo classico, con energia potenziale VD | allora la (5.18)
St puo scrivere

d
T+ vy =1t#), (5.19)

Dimostrazione.
N

N N

Z . Z L Zm‘d C :
II = ijj: mjmj-:cj: TJE(%]%]):T

j=1 j=1 =1

Jj=

Siccome le forze interne ammettono 'energia potenziale V()| abbiamo
d N N
el (I)_E: (1).'.__§ D e — 1D
dtV = 2 Ve, VW x; = 2 Fx, =11,

da cui segue (5.19). O

o o E . . . .
Definizione 9. La forza esterna Fj( ) che agisce sul punto P; si dice conservativa
se e puramente posizionale, cioé Fj( ) = Fj( )(:I:j), ed esiste una funzione scalare

(B) _
Vi(z;) tale che F;™ = =V Vj.
Definizione 10. Un sistema meccanico di N punti materiali si dice conservativo
se le forze Fj che agiscono sui punti P; sono puramente posizionali e se esiste una

funzione scalare V(x) tale che F; = =V, V, per j = 1...N. La funzione V si
chiama energia potenziale del sistema.

Se le forze esterne Fj(E) sono tutte conservative allora la funzione

V(@) = Vi(ay)

soddisfa
FP=-v,v® = j=1..N.
In questo caso il sistema meccanico e conservativo, con energia potenziale
V(z) =V (x)+VE ().
Introduciamo I’energia totale

E(z,z) =T(z, &)+ VP (x) + V().
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Proposizione 32. (conservazione dell’energia) L’energia totale di un sistema
di N punti materiali soggetto a forze interne di tipo classico e a forze esterne
conservative € un integrale primo.

Dimostrazione. Usando la (5.19) si ha

d d
(T + VD L yEN &) ¢ Z /(B —
dt( + + ) + o 0,

infatti

5.7 Altri risultati sul problema degli N corpi

Consideriamo N punti materiali P ... Py di masse my ... my soggetti soltanto alla
loro interazione mutua, dovuta a forze interne di tipo classico. Sia V(z;...xn)
I’energia potenziale di tali forze, per cui il moto dei punti soddisfa le equazioni

mj:i'j = —ijV(ml ce mN).

Introduciamo il momento di inerzia del sistema rispetto al baricentro xp:

N
[(wl c. ..’,CN) = ZmA.’BZ — IEB|2.
=1

Dimostriamo che il momento di inerzia si puo scrivere in termini delle distanze
mutue tra i punti:

Proposizione 33. Vale la sequente formula

N
1
I = Zmz|$l - mB|2 = E Z m;m;|&; — &; 2. (520)
i=1

1<i<j<N
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Dimostrazione.
N
Zmimj|wi—wj|2 ZZm m;(|zi|® + |x;|* — 2x; - ;) =
ij=1 =1 j=1
i<j J#z
N
= —Zmz m —m;)|a;|* + ij(m—mj)\wjﬁ—Zmimj(:ci~wj) =
]_1 i,5=1
7]
= mZmz|wl\2 Zmz\wz\Q Zmlmj x;) =
i,j=1
7]
N N
= mZmikci\Q - Z mym;(x; - x;).
i=1 ij=1
Inoltre
N N | XN X
Zmz|wz’ —xp|? = Zmi (wz - — mj“’]‘) : (wl - thwh> =
: : m 4 m
= = j=1 h=1
m;m AR
ST SRS S D TR
i,7=1 7,h=1
T
= Zml|m,|2——2m,m] :cj)Jr—Zmzm](mZ:cj)
3,j=1 mi,j:l

O

Osservazione 19. Il risultato precedente ¢ utile per interpretare alcune questioni
sul moto degli N corpi in termini del moto delle distanze mutue.

A meno di applicare una trasformazione galileiana, possiamo assumere che il
baricentro degli N punti sia fermo nell’origine: g = 0. Dimostriamo la seguente

Proposizione 34.
N

[=4T+2) F-a;
i=1
Dimostrazione. Basta derivare due volte I(x;...xy) rispetto a t ed usare le
equazioni di Newton:

N N N
i=1 i=1 i=1
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Corollario 2. (identita di Lagrange) Se le forze sono conservative e [’energia
potenziale V' e omogenea di grado o allora

N
[=4T —2) VoV -x; =4T = 2aV = 4E — 2(a + 2)V,

i=1

cioé I dipende solo dalla posizione dei punti e dall’energia totale E.

5.8 Esercizi

Esercizio 13.

i) In un piano assegnato si fissi un sistema di riferimento Oé €y e si consideri
il sistema di forze applicate

F= {(ﬁ1,P1)> ce (F;5,P5)}

con

—

.F}:jé27 Pj:O+jé1, j:1’,5
Trovare l’asse centrale del sistema F.

i1) In un piano assegnato si consideri un sistema di vettori applicati paralleli
S={(v, P),...,(0n,Py)}, N > 1.

Si prendano in tale piano due rette r1, 19 parallele e distinte, aventi la stessa
direzione dei vettori v; del sistema S.

Mostrare che e possibile trovare un sistema di vettori applicati equivalente
ad S costituito da due vettori paralleli alle rette 1,19 (eventualmente nulli)
applicati uno a un punto di r1 e Ualtro a un punto di rs.

Soluzione. i) Un punto ) dell’asse centrale & dato dalla formula

Q_O_RXNO

=

dove .
R = Z’]é2 = 15é2, NO = Z’]él X ]é2 = 55é3
7=1

Si ottiene quindi
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L’asse centrale e la retta costituita dai punti
Q + AR,

al variare di A € R.

ii) Scelte in modo arbitrario due rette 1,79, parallele ai vettori ¥; e distinte tra loro,
mostriamo che ogni sistema costituito da un solo vettore applicato (¥;, P;) del sistema
S ammette un sistema equivalente composto da due vettori paralleli alle rette 71,719
(possibilmente nulli), applicati uno a un punto di r e laltro a un punto di rs.

Fissiamo un riferimento O€é; é; nel piano assegnato in modo che ¥; x é3 = 0 per ] =
1,..., N. Quindi le rette 71,73 sono parallele a é;. Se P; € 71 il sistema {(v}, P;), (0,Q)},
con () € 7o scelto arbitrariamente, soddisfa le proprieta richieste. Se P; € ry procedo in
modo analogo.

Se invece P; ¢ 1 Uy faccio la costruzione seguente. Dato (U}, Pj) scelgo due punti
Q1 € r1,Q2 € ro in modo che

(Q1—Pj)-éa=(Q2—P;)-é2#0.

Osservo che possiamo scrivere

dove

o =APQi-P). 5 =P Q - Py
©

per due coefficienti )‘j ,)\f) # 0. Consideriamo le scomposizioni

oV =ale; + Ve, 6 =alPer+ 87,

e osserviamo che si ha

a§1) _ _agz)

perché la componente di ¥; lungo é; ¢ nulla.
Usando le operazioni elementari si vede quindi che un sistema equivalente al vettore
applicato (v}, P;) ¢ allora

{(ﬁ](l)éz, @), (5;2)(52, Q2)}.

Possiamo ripetere questa scomposizione per ogni vettore applicato del sistema S e
concludiamo considerando il sistema equivalente ad S definito da

{(6(1)7"41)7 (6(2)7142)}7

dove
N N

70 =%"pWey, 5@ =3 p%e,

J=1 J=1

e A1, As sono rispettivamente due punti qualunque delle rette 1, ro.
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Esercizio 14. In un piano orizzontale si fissi un sistema di riferimento Oééy e
st consideri una lamina quadrata, orientata come in figura, con lati di lunghezza
20 e vertici Py, Py, Py, Py. Ai vertici della lamina vengono applicate le forze

ﬁ1:F<é1+é2), ﬁzzﬁh ﬁngé27 ﬁ4:—ﬁ1,

con F' > 0.

ol
Ny

i) Trovare l’asse centrale del sistema

F = {(F}, Pj)}j=1..4-
e dire se esso interseca la lamina.

i) E possibile aggiungere una forza F; applicata ad un punto Ps della lamina
in modo tale che il sistema di forze applicate esteso

F={(F}, Pj)}j=1.5
sia equilibrato?

Soluzione. i) La risultante delle forze ¢
4
Z F; = F(é; +2é5) (5.21)

ed il momento risultante delle forze rispetto al polo Ps ¢

4
Np, =Y (P;— P5) x F; = —A(Fés.
j=1

Il punto Qg dell’asse centrale che si trova sulla retta passante per P53 e ortogonale ad R

¢ dato da .

R x NP3
|R|?

4 .
QO_P3: :—56(261—62).
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L’asse centrale ¢ la retta passante per )y e parallela ad R.
Dette x,y le coordinate cartesiane nel riferimento P3é;és, 'equazione dell’asse cen-
trale si scrive

4 8
——{=2 4
cioe
y =2z + 4L, (5.22)
Osservo che I'asse centrale non interseca la lamina, in quanto la funzione y(z) definita da
(5.22) & crescente e per x = 0, che & l'ascissa di Ps, si ha y(0) = 4¢ > 2/, che & 'ordinata
di P.

ii) Imponiamo le condizioni per avere un sistema equilibrato:
5 5
Z i =0, Z(Pj_Q)XFj:O

per una scelta qualunque del polo Q € E2. Osservo che queste si possono scrivere come

—

R—Fﬁ%:ﬁ, NQ+(P5—Q)XF5:6,

dove R ¢ data da (5.21) ed

No=) (P;—Q) x F
j=1
Si ottiene che
s =—-R.

Inoltre, i punti @ dove NQ = 0 sono tutti e soli i punti dell’asse centrale del sistema F,
poiche il trinomio invariante NQ R & nullo. Per cui si ha

(Ps— Q) x Fs = —(P; — Q) x R=0. (5.23)

La relazione (5.23) ci dice che la forza ﬁ5 deve essere applicata ad un punto Ps5 dell’asse
centrale del sistema F. Abbiamo gia visto nel punto i) che tale asse non interseca la
lamina.



