Capitolo 12

Equilibri e stabilita

Consideriamo le equazioni di Lagrange

dor, . ar

per vincoli fissi, cioe T = Ty = %q - A(q)g, e per forze non dipendenti da t. Le
(12.1) si possono scrivere nel modo seguente:

A(q)g =F(q,q) (12.2)
Plg.4) = Qa.d) + 5 (a.4) ~ 3 (@.0)d

Poiché A ¢ definita positiva, le (12.2) si possono mettere in forma normale ed
equivalgono al sistema di equazioni del primo ordine

Vi aman (129)
Si ottiene che i punti di equilibrio sono della forma (q, ) = (qo,0),
Q(q0,0) =0, (12.4)
infatti F(q,0) = Q(q,0).

Definizione 40. I valori qq, soluzioni di (12.4), si chiamano configurazioni di
equilibrio.

Osservazione 47. In corrispondenza alle configurazioni di equilibrio qo si hanno
soluzioni costanti x(t) = x(qo) delle equazioni di Newton.
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230 CAPITOLO 12. EQUILIBRI E STABILITA

Se le forze attive derivano da un’energia potenziale generalizzata V(q,q) =
Vo(q) + Vi(q, g) possiamo scrivere la lagrangiana

La.4) = 3d- Ala)d ~ V(a.d)

In questo caso le configurazioni di equilibrio sono definite dall’equazione

Vo
— 12.

infatti, dalla relazione
_dovi oV IV

Q‘%aq_aq oq’

tenendo conto che

Vi = alq) - g dovy _da. %_[a_ar-
si ottiene oV
Q(q,0) = a—qo(q)-

12.1 Linearizzazione attorno a un equilibrio

Dato un punto di equilibrio (qg, 0), proviamo ad analizzare la sua stabilita linea-
rizzando le equazioni (12.3) in un intorno di questo punto. Poiché i termini

Ly
oq’ at 1

sono quadratici omogenei in q, le equazioni linearizzate sono

q =",
{ % = A" (q0) | 52(q0, 0)(a — a0) + 92 (a0, 0)] . (12.6)

Se le forze attive derivano dall’energia potenziale V(q,q) = Vo(q) + a(q) - g si ha
Q(q,q) = —22(q) + B(q)q (vedi Sezione 10.5) e le equazioni linearizzate sono

dq
q="v,
: _ 12.7
L8 ) ) — a0 - Blae. 2D
dove B ¢ antisimmetrica con componenti B;; = ggf — g;;’f‘ Le (12.7) sono le
equazioni di Lagrange per la funzione
: L. : 1
Lo(g.4) = 54-Algo)d —Vo(a0) = 5(a— ) - V5'(20)(a — @)
da .
- [a(qO) + a—q(qo)(q - qo)] g (12.8)

&W%Mcﬂu V=V, («ol @ =0),
;?.ud,atq,
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che ¢ lo sviluppo di Taylor di L(g,q) al secondo ordine centrato in (gg,0). Ve-
rifichiamo che le (12.7) corrispondono alle equazioni di Lagrange per Ly. Dalle
relazioni

(?Lo o . 80, 8L0 o ” 8(1 T .
26 = Alad—ala)~go@)a-a).  F=-Vla)a-a)- |5 (@) ¢
si ottiene

d @LO aLO o . aa aCL T . 1

%8—q - 8—q = A(qo)q — (a—q(QO) - [a—q(%ﬂ >q + V5'(q0)(q — qo),

che dimostra che le equazioni di Lagrange per Lg corrispondono alle (12.7).
Nel caso particolare in cui V' = Vj, tralasciando la costante —V;(qp), si ottiene

Loa.4) = 34~ Ala)d — 5(a— @) V'(@)la— @) (129)

Le equazioni di Lagrange per (12.9) sono

A(go)d +V"(q0)(q — o) =0 (12.10)

e sl possono scrivere come

[ 3 ] — Ago) [ ¢ ] , (12.11)

A@®=l_A43%%>é], lg]:[q;%l.

In questo caso la matrice del sistema linearizzato ha autovalori che dipendono solo
dagli autovalori di A~'V"(qo). Siccome A(qq), V" (qo) sono simmetriche, con A de-
finita positiva, sappiamo (vedi Sezione 12.7) che gli autovalori A, di A=*V"(qq) so-
no reali e che possiamo trovare una base di autovettori B = {uy, } =1, ortonormali
rispetto al prodotto scalare definito da A(qp), cioe tali che

con

.....

up, - A(go)ur = Onk,
dove 9y € il delta di Kronecker. Per il teorema di Binet si ha
det(A™'V" — AI) = det A~ det (V" — \A),
quindi gli autovalori A, si possono calcolare risolvendo 1’ equazione

det(V"(qo) — MA(qo)) = 0,
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detta equazione secolare, evitando di calcolare A~!(qy). Inoltre si ha
up - V' (qo)wr, = up - \eA(go)ur = AiOpi,

cioe nella base B entrambe le matrici A(qo), V" (qo) sono in forma diagonale.
Osserviamo che, se A, h = 1,...,n sono gli autovalori di A~*V"(qp), allora gli
autovalori di A(gg) sono

/=N, h=1,...,n.

In particolare, se A\;, < 0 per qualche k allora (go,0) € instabile perché il sistema
(12.11) ha un esponente di Lyapounov positivo.!

Se A\, > 0 per h=1,...,n allora gli autovalori di A(gp) sono tutti immaginari
puri oppure nulli, quindi gli esponenti di Lyapounov sono tutti nulli ed il metodo di
linearizzazione non ci permette di concludere niente sulla stabilita di gy. In questo
caso per studiare la stabilita possiamo usare il metodo descritto nella prossima
sezione.

12.2 1l teorema di Lagrange-Dirichlet
Si consideri un punto di equilibrio o del sistema di equazioni differenziali
z = F(x), x € R". (12.12)

Definizione 41. Si dice che una funzione f € CY(U;R), definita in un intorno
U di un punto di equilibrio xo di (12.12), é una funzione di Lyapounov per xy se
valgono le sequenti proprieta:

i) f(x) > f(x0) per ognix € U\ {wo};

i) Z—];(a:) <0 per ogni x € U.

dove % ¢ la derivata di f lungo una qualunque soluzione di (12.12), cioé
df
@)= V() Fla)

Vale il seguente risultato:

Teorema 4. (Lyapounov) Se un punto di equilibrio ammette una funzione di
Lyapounov, allora € stabile.

Loli esponenti di Lyapounov di un punto di equilibrio Xy di un sistema di equazioni
differenziali X = F(X) sono le parti reali degli autovalori della matrice 9% (X).
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Dimostrazione. Sia f : U — R una funzione di Lyapounov per il punto di equilibrio

xo € U, dove U & un aperto di R™. Per ogni palla B = B(x,r) di centro x, e

raggio r contenuta in U sia 0B la sfera che costituisce il bordo di B e definiamo
")

Tale minimo esiste poiché f e continua sull’insieme compatto dB. Consideriamo
la componente connessa V' dell’insieme

{x e B: f(x) <m}

che contiene xy. Se y € V, allora la traiettoria della soluzione x(t) = x(t;0,y)
di (12.12) che parte da y al tempo ¢ = 0 non potra mai uscire da B per tempi
t > 0 perche per farlo dovrebbe necessariamente passare dal bordo di B sul quale
la funzione composta f(x(t)) avrebbe un valore superiore al valore iniziale f(y),

contraddicendo la proprieta ii) delle funzioni di Lyapounov.
O

Teorema 5. Consideriamo il sistema lagrangiano definito da

La,4) = 54~ Ala)d ~ Vola) ~ Vilg.d) (12.13)

Se qo ¢ un minimo locale stretto di Vi allora qo € una configurazione di equilibrio
stabile.

Dimostrazione. Si osserva che gy ¢ una configurazione di equilibrio in quanto
soddisfa (12.5). Siccome la lagrangiana (12.13) non dipende da ¢, allora la funzione

J(q,q) = %q - A(g)g + Vo(q).

¢ un integrale primo delle equazioni di Lagrange per L (¢ lintegrale di Jacobi,
vedi Proposizione 65). Inoltre (go,0) ¢ un punto di minimo locale stretto per
J(g,q), quindi si puo usare J(q,q) come funzione di Lyapounov relativa al punto

(q,q9) = (qo, 0) restringendola ad un opportuno intorno di tale punto.
0

12.3 Analisi della stabilita

Nel caso in cui le forze generalizzate siano conservative, con energia potenziale
V' = Vu(q), Vanalisi del solo spettro di V"(qg), dove gy ¢ una configurazione
di equilibrio, ci puo permettere di studiare la stabilita dei punti di equilibrio di
(12.11).
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Se V"(qo) ha tutti gli autovalori positivi allora gy ¢ un minimo stretto (non
degenere) di V', quindi il punto (g, 0) & stabile per il teorema di Lagrange-Dirichlet.

Se V"(qp) ha un autovalore p < 0 con autovettore v, sia v = >, vyu,
I’espressione di v come combinazione lineare degli elementi della base B. Allora

0 > ,u|v|2 =v-V"(q)v = Z vpvRy - V" (qo)uy, = Z VRUR AR - Aqo)uy, =
h,k=1 h,k=1
= Z VpURARORE = Z U}%Aha
h,k=1 h=1

quindi esiste k con A\, < 0 ed il punto (gg, 0) ¢ instabile.

12.4 Stabilizzazione con termini girostatici

Se le componenti lagrangiane delle forze attive ammettono un’energia potenziale
generalizzata V' (q, q,t) = Vi(q,t) 4+ Vi(q, g, t) € possibile che un punto di massimo
di Vj sia stabile: infattila presenza del termine V; modifica lo spettro del linearizza-
to, anche se non modifica gli equilibri. Questo fenomeno si chiama stabilizzazione
girostatica.

Esempio 32. (oscillatore armonico in un riferimento rotante)

Fissiamo un sistema di riferimento ¥ = O é1é9é3 in R3. Consideriamo un punto
materiale di massa m collegato all’origine O del riferimento da una molla di costante
elastica k. Scegliamo delle condizioni iniziali xg, g per il punto al tempo t = 0. Siccome
il campo di forze é centrale, dalla conservazione del momento angolare sappiamo che il
moto é pitano. Possiamo quindi orientare il riferimento X in modo tale che, per queste
condizions iniziali, il moto avvenga nel piano Oxy. Consideriamo adesso un riferimento
Y = 0'é\ésés, con O' = O, e con velocita angolare costante & = wég, w # 0, rispetto
a .

La stabilita dell’origine per 'oscillatore armonico € nota a priori in X, e vale anche
in ¥'. Introduciamo coordinate cartesiane q € R3 relative a ¥/ e studiamo la stabilita
dell’equilibrio qo = 0 nel riferimento rotante con il metodo della linearizzazione.

L’energia potenziale, tenendo conto delle forze apparenti, é

1 1 1 .
V(a,4) = Sklal* — gmlw x g + mgq-w x ¢ = Sq- (kI + mQ*)g +mq-w x g, (12.14)

con

infatti
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poiché QT = —Q. Possiamo scrivere la (12.14) come V = Vo + V1, con V; omogenea di
grado j in q.

Gli equilibri (in questo caso solo gy = 0) si ottengono cercando i punti critici di V.
Se w? > % allora V' ha autovalori negativi, quindi se considerassimo solo il termine Vj
per lo studio della stabilita si otterrebbe che l’origine é instabile.

Includiamo adesso anche Vi nello studio della stabilita. Le equazioni del moto
corrispondenti all’energia potenziale (12.14) si scrivono

k
d=——q—-wx (wxgq)—2wxqg
m
oppure, come sistema del primo ordine,

<3)2A<Z>’ A:{—(%IOHP) —QQ}

Dato che la terza componente di q e di q ¢ identicamente nulla, possiamo descrivere il

moto con il sistema
z _ z r— 0 I
w ) w )’ | BT —2wJ |

k 0 -1
Z:(q17QQ)T7 ﬁZWQ_E’ J:|:1 O:|

dove

Gli autovalori di I si ottengono dall’equazione
det(T' — XI) = A\ +2(2w? — B)N2 + 52 = 0. (12.15)

Il discriminante ¢ )
A = 16w*(w? — B) = 16w*— > 0,
m

quindi le radici \* di (12.15) sono reali e distinte. Inoltre, dato che 2w? > B, per la
regola dei seqni di Cartesio le radici \> sono negative o nulle e gli autovalori di ' sono
immaginar: purt o nulli:

)\172 = iz’w, )\3’4 = iz’w', w' ;ﬁ w.
L’origine risulta quindi una configurazione di equilibrio stabile.

Osservazione 48. L’esempio precedente mostra che nel teorema di Lagrange-
Dirichlet 'ipotesi che qo sia un punto di minimo stretto per Vi € una condizione
sufficiente, ma non necessaria, per la stabilita di qo, infatts

V) = kI +mO? = (k —mw?)I

e, se w > +/k/m, allora gy = 0 é un punto di massimo per Vj.
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12.5 Piccole oscillazioni attorno a un equilibrio
stabile

Assumiamo che la lagrangiana abbia la forma
L=T,-V,

con V = Vi, e che gy sia un minimo non degenere di V. Siano \q,..., A\, gli
autovalori di A~'V"(qy), soluzioni di

det(V"(qo) — MA(qo)) = 0.

Osserviamo che moltiplicando scalarmente 1'equazione V" (qo)u, = ApAuy, per uy,
si ottiene
A — uy, - V' (qo)un
b=

up, - A(qo)un

>0, h=1,...,n.

La soluzione generale del sistema lineare (12.10) &

q(t) =qo + Z cp cos(wpt + pn)up, (12.16)
h=1
con ¢, > 0, ¢, € S, w, = VA, > 0, come si pud facilmente verificare per

sostituzione di (12.16) in (12.10).
Le quantita wy, si chiamano frequenze proprie del sistema e le famiglie di
soluzioni particolari

cp cos(wpt 4+ @p)up, h=1,....n

si chiamano modi normali di oscillazione attorno all’equilibrio qq.

12.6 Alcuni esempi

Esempio 33. Si consideri il sistema meccanico in Figura 12.1. Calcolare tutti gli
equilibry e studiarne la stabilita al variare dei paramentri.

L’energia potenziale e data da

1 1
V0,0) = Zh(P— AP +1Q~BP) + klP — QP
= 2kj(cos ¢ — cosB) — ko cos(¢p — 0) + costante.
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P
A @me B
3 _)\

Figura 12.1:
Gli equilibri sono le soluzioni di
%—Z(Q, ¢) = 2kysinf — kysin(¢ —0) =0
%(9’ ¢) = —2kising + kasin(¢p —6) =0
Sommando le due equazioni si ha
sinf = sin ¢ (12.17)

e sostituendo nella prima
sin 0[2k; + ka(cos ¢ — cos )] =0
Da sin § = sin ¢ = 0 abbiamo le quattro configurazioni di equilibrio
(0,9) =(0,0); (0,7); (m,0); (m,7) (12.18)

e, se k1 < k2, a queste si aggiungono le due configurazioni (0, ¢) = (6, $), con 8 soluzione
di cos® = ki/ke e ¢ = m — 0. Studiamo la stabilita di questi equilibri. Le derivate
seconde di V' sono

2
?97‘2/(9’ ¢) = 2kjcosf+ kaycos(¢p—0)
0%V
95050 ®) = —hacos(6—0)
2
%(Q, ¢) = —2kicos¢+ kycos(op—0).

Consideriamo la matrice hessiana V" di V' valutata nelle configurazioni di equilibrio
(12.18):

2k1 + ko —ko
—ko —2k1 + ko |’

2k1 — ko ko

" _
V (070) - k‘g le _ k’g )

V”(Ov 7T) =
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" | =2k — k2 ko " | =2k + ko —ka
14 (ﬂ-v 0) - ko —2k1 — ko |’ 4 (ﬂ-’ﬂ-) o —ko 2k1 + ko |
Dalle relazioni
det V"(0,0) = —4k7, det V" (7, m) = —4k3,

det V”(?T, 0) = 4k1(k1 + kg), tl"V”(ﬂ', 0) = —2(2/€1 + k‘g)

si ottiene che (0,0), (,0), (7, 7) sono instabili, poiché in tali punti V" ha almeno un
autovalore < 0.
Invece, dalle relazioni

det V”(07 71') = 4]4?1 (kl - k2)7 tI‘V”(O, ﬂ-) = 2(2k1 o kz)’

si ha che la configurazione (0, 7) & stabile se k1 > ko, instabile se ki < ko.
Infine, osservando che

- _ _ _ k2
cos(¢p— ) = —cos? 0 +sin?f =1 —2cos? 0 =1 —2k—§

e che cos ¢ = — cos 0, si ottiene
’{32
_ _ _ _ k —ko +27%

V(@7 —0) = V"(~8,7 +0) = TR
—ko +24% ko
2
da cui
_ _ k2 _ _
det V" (0,7 — 0) = 4k?(1 — k—;) >0, trV” (0,7 — ) = 2ky > 0.
2

Concludiamo che le configurazioni di equilibrio (6, ¢) = (8, 7 —8), (—0, 7 +8) sono stabili.
Osserviamo che c’¢ una biforcazione per ki = ko: l'equilibrio (6, ¢) = (0,7) da stabile
diventa instabile e nascono due nuovi i equilibri stabili (6, ¢) = (8,7 — ), (= — 6,0).

Esempio 34. Nel piano Oxy si consideri il sistema meccanico formato da n punti
materiali Py, ..., P, di ugual massa m. Il punto P; é vincolato a muoversi sulla
retta x = i, 1 = 1,...,n. Inoltre ogni P; e collegato ai punti P;_; e P11 da due
molle di costante elastica k, dove si é posto Py = (0,0), P,.1 = (n+1,0). Si usano
come coordinate i valori q¢; = y;,1 = 1,...,n delle ordinate dei punti P;. Scrivere
le equaziont di Lagrange, trovare i punti di equilibrio e studiarne la stabilita.

L’energia cinetica e potenziale del sistema sono

IR IR 1, <
T = im;q%, V= §khz_;) |Phiq — Pl? = 5]{ hz;)(qhH — qn)? + costante
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dove qo = gn+1 = 0.
Dimostriamo che 'unica configurazione di equilibrio & (y1,...,y,) = (0,...,0). Gli
equilibri sono soluzioni di

‘/qh = _k(Qthl _2Qh+Qh71) =0, h=1,...,n.

Ottengo il sistema lineare Mq = 0, con

2 -1 0 ... 0
-1 2 -1 . 0

M=1 0 -1 2 "~ 0
: S -1

0 ... 0 -1 2

Sia A un autovalore di M, con autovettore v. Allora
n n
v-Mv= 2(2@% — th+1vh) =[(vy —v2)? 4+ ... F (V1 —vp)? +0i +02] >0
h=1 h=1

ed e nullo solo se v = 0. Questo ci dice che M & definita positiva, quindi g = 0 & I'unica
soluzione di Mq = 0.

Tale configurazione di equilibrio ¢ stabile, come si vede applicando il teorema di
Lagrange-Dirichlet, dato che V' ha un minimo stretto in ¢ = 0. Gli autovalori della
matrice hessiana V" = kM sono tutti positivi.

Le equazioni di Lagrange sono date da

mq‘h: _‘/;Jh :k(q}l-I—l _QQh+Qh—1): h = ].,...,TL.

12.7 Diagonalizzazione simultanea di forme qua-
dratiche

Consideriamo le forme quadratiche
a(x) = x - Az, b(x) = x - Bz, xz c R"
con A, B matrici di ordine n simmetriche, A definita positiva. L’insieme di livello
Ea={xeR"a(x)=1}
e un ellissoide, quindi € compatto. Dunque esiste @, € £4 tale che

b(xy) = Iin b(x).
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I vettore ®; ¢ un punto stazionario di b(x), vincolato a £4. Dal metodo dei
moltiplicatori di Lagrange si ottiene

BiL’l = )\gl)AZI)l, 1 - Aw1 = 1,

per cui ¢; € £4 ¢ autovettore di A™'B con autovalore )\gl) = b(x1).

Sia 8"~ = x1 il sottospazio di dimensione n — 1 costituito dai vettori di R"
ortogonali a @, rispetto al prodotto scalare definito da A. Denoto con 5272 =
EaNS™ ! Tellissoide di dimensione n — 2 e considero xy € £ 2 tale che

b(xe) = min b(x).

xzey 2
Dal metodo dei moltiplicatori di Lagrange
ng = )\§2)A$2 + )\§2)AZE1, Lo ACCQ = 1, Loy * Awl =0. (1219)

Moltiplicando scalarmente per x; la prima delle (12.19) e usando la simmetria di
A e B si ottiene

)\§2) =x - Bxy =xy - Bxy = )\gl)% Az, =0,

per cui @y € £77% & autovettore di A~'B con autovalore \” = b(m;). Tale
procedimento si puo iterare cercando per ogni k = 3,...,n un vettore x; € R"
tale che

b(xr) = min b(x),
aceé'z*k
con E417F = £,NS" 1 ed S"#+1 il sottospazio di dimensione n — k41 costituito
dai vettori di R™ ortogonali a @®1, ..., x,_1 rispetto al prodotto scalare definito da
A. In questo modo trovo una base B = {xy,...,z,} di autovettori di A~'B
ortonormali rispetto al prodotto scalare definito da A, con autovalori reali

)\1 = b((I)l), )\2 = b(ZBQ), e )\n = b(azn),

dove \; = )\gj ). Per calcolare esplicitamente gli autovalori A; si risolve I’equazione
secolare

det(B — AA) = 0.

Denoto con U la trasposta della matrice che ha come colonne i vettori della base
B. Osserviamo che si ha

UTAU =1, UTBU = diag(A1, ..., \n), (12.20)

infatti x; - Ax; = 0;; e ;- Bx; = \jx, - Ax; = \;0;;. Concludiamo che le forme
quadratiche a(x), b(x) sono rappresentate da matrici diagonali nella base B.



