Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

7 Gennaio 2022

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Axyz. Sul piano Azy si consideri una lamina
omogenea triangolare di vertici A, B, C' e massa m. Il triangolo ABC' ¢é rettan-
golo in A e le lunghezze dei lati AB, C'A sono uguali ad a, b, rispettivamente.
Si noti che i lati AB, C'A sono paralleli agli assi Ox, Oy (si veda la figura).

Y

C

i) Si mostri che il riferimento Azyz non & principale di inerzia.

ii) Calcolare il momento di inerzia della lamina rispetto all’asse passante per
B, C.

Secondo Esercizio

In un piano verticale si fissi un riferimento Ozy, con asse Oy verticale ascen-
dente. In tale piano si consideri il sistema meccanico formato da un’asta AB
omogenea di massa m e lunghezza 2¢ e da un punto materiale P di massa M. Gli
estremi A, B dell’asta possono scivolare lungo gli assi Oz, Oy, rispettivamente,
e il punto materiale P puo spostarsi lungo l'asse Ozx. Il baricentro G dell’asta e
collegato al punto P da una molla di costante elastica & > 0 e lunghezza a riposo
nulla (si veda la figura). Sul sistema agisce la forza di gravita, di accelerazione
g. Si assuma che tutti i vincoli siano privi di attrito.
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Usando come coordinate lagrangiane 1’ascissa s di P e ’angolo 6 formato dall’a-
sta con l'asse Oz, trovare le configurazioni di equilibrio del sistema e studiarne
la stabilita.
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Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

24 Gennaio 2022

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Axyz. Sul piano Axy si consideri una lamina
triangolare omogenea di massa m e di vertici A, B, C. 1l triangolo ABC ¢&
rettangolo in A e si ha AB = AC = /{. Inoltre l'inclinazione del lato AB
rispetto all’asse Az & uguale a 7/4 (si veda la figura).
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i) Determinare una terna principale di inerzia per il polo A motivando la
risposta.

ii) Calcolare la matrice di inerzia della lamina rispetto al sistema di riferi-
mento Azyz.



Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Nel piano Ozy si consideri un sistema
meccanico in equilibrio formato da un’asta e da un corpo rigido C. Un estremo
dell’asta e collegato tramite una coppia rotoidale fissa all’origine O, mentre
laltro estremo & libero. Inoltre l’asta & inclinata di 7/4 rispetto all’asse Ox.
Il corpo C ¢ vincolato all’asta tramite una coppia prismatica, e una seconda
coppia prismatica vincola C ad una guida fissa passante per O e la cui direzione
¢ perpendicolare a quella dell’asta (si veda la figura).

Sull’asta agisce una coppia di momento pari ad N = (0,0, N), N > 0. Sul punto
di coordinate (0, h,0), h > 0, appartenente a C agisce la forza F = (0,—F,0),
F > 0. Si assuma che tutti i vincoli siano privi di attrito.
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Determinare le reazioni vincolari che agiscono sull’asta e sul corpo C; in parti-
colare per ciascuna coppia prismatica si individui, se esiste, 1’asse centrale del
sistema delle reazioni vincolari esplicate dalla coppia.



ESERCIZIO 4

£
o*:@,%:_ E 6 2,
) : L
\ WA y €,
Al T x

L) Axga 7 wna Wmnwquﬂm&»wm)mwn
%) l)zAwoJY‘ﬁ 1 ojz,/lwﬂf"vd AXj L/waWM.tL/TMA'j 2 o{,x/wmxmcfm&
4‘%11)\%/’?‘%1—-—7 AXLWWCWMWQLA&AW
%) J phamo Axy & & imamalrise, AWN%/D’DWL — A2 E pm ot

/
LL) m\jrww‘w' gX«J, A /Y\."A)"-.’V\A!YJ:O/ AUL M ITYZAO- n\); MM Q)MMLQ’ AL PO, e
11}0@2 rwsyﬁio MMWMWW&M%M\H/TMARMNWL
u@u deﬁmmymdwwjz

(2m) 2*
A2
frovo IA’éz : N_Y_\_R__Z
11
.
PRe AT 2\2/2
Tae - ~ 2 . 1 [P _ x2
LAEy = ZGS & 'jdxé\j = 20& g( ] x>Jx -
0 X 0
44 0 0
?;.CL(W_Q_)- SE AR Ty =@ 0 M2 0
3 \4 ~ Ab 8 Lo
_ 0 o 13




ESERC1210 2

Dhiamiosmme @o = $oe 8 + e,

o, rMuariona im O

Chiominmg E‘P =‘%@é4+‘%@’éz
Pn,nmmwﬂxm,w,mﬁ

Chiomiama Q= 208 B Dy8,

}&Q«nwmm »0\& C M/QQ\M@‘Z&.

Q) (@ox 4 \%— (D e O ©) @0( + \%—{Pu =0
(2) L@o‘j v \%2:_ @ -F =0 (4) @01} - \l;i. @41 =

do M 2B — O = Dy

rwouny (2) — @03 3 \% QPpn -F =0 2 tomfimg om (4) —

@OU\ = %J - @11 =




ok s 2 b o ambunecome
wd qunko Pz (0,ATb)

Q‘wm umbrwode ereolo 2 MM,
lum erqwmd/rm P.uli .J.S

Y
0

T}

(M’Y‘ “f&" M )glru;.b 5 Mo A, M/pmmto’ )
B s g compbbnso)

YWy



Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

14 Febbraio 2022

Primo Esercizio

Si consideri una squadra omogenea costituita da due aste AB, AC uguali di lunghezza ¢ e massa
m ciascuna saldate in A in modo da formare un angolo retto (si veda la figura).

C

A

i) Dimostrare che ogni asse passante per A e giacente nel piano della squadra ¢ un asse
principale di inerzia.

ii) Calcolare il momento di inerzia della squadra rispetto all’asse passante per i punti B, C.

Secondo Esercizio

In un piano verticale si fissi un riferimento Oxy, con asse Oy verticale ascendente. In tale piano
si consideri il sistema meccanico formato da due aste AC, BC, omogenee di massa m e lunghezza
2( e da un punto materiale P di massa M. Gli estremi A, B possono scivolare lungo ’asse Ox
e P'estremo C' lungo ’asse Oy. Il punto materiale P puo spostarsi lungo l'asse Oy. Il punto C ¢
collegato al punto P da una molla di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla (si veda
la figura). Sul sistema agisce la forza di gravita, di accelerazione g. Si assuma che tutti i vincoli
siano privi di attrito.
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w

Usando come coordinate lagrangiane l'ordinata yp di P e I’angolo 6 formato dall’asta BC' con
I’asse Oz,

i) trovare le configurazioni di equilibrio del sistema e studiarne la stabilita,;

ii) calcolare le frequenze proprie e i modi normali delle piccole oscillazioni attorno all’unica
configurazione di equilibrio stabile del sistema.
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Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

13 aprile 2022

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Sul piano Ozy si consideri una lamina omogenea
rettangolare di lati DA = BC ={¢ e AB = CD = {/2. 1l lato AD ¢ inclinato rispetto all’asse
Oz di 7/4 (si veda la figura).

/4

i) Trovare una terna principale di inerzia con polo in O, motivando la risposta.

ii) Calcolare i momenti principali di inerzia della lamina rispetto agli assi della terna trovata
nel punto i).

Secondo Esercizio

In un piano verticale si fissi un riferimento Ozy, con asse Oy verticale ascendente. In tale piano
si consideri il sistema meccanico formato da un punto materiale P di massa m che pud muoversi
lungo una guida circolare di raggio R e centro in O, e da un disco omogeneo di raggio r < R
e massa M che rotola senza strisciare sull’asse Oz. Il punto P ¢ collegato al baricentro B del
disco da una molla di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla (si veda la figura). Sul
sistema agisce la forza di gravita, di accelerazione g. Si assuma che tutti i vincoli siano privi di
attrito e che valga la relazione

mg = 2kr.

Usando come coordinate lagrangiane 1’ascissa s di B e ’angolo 6 formato dal segmento OP con
I’asse Oz, trovare le configurazioni di equilibrio del sistema e studiarne la stabilita.
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Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

6 Giugno 2022

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Sul piano Ozy si consideri una lamina
che ha la forma di un parallelogramma. La lamina & omogenea e di massa m.
Le coordinate dei vertici A, B, C, D sono date da

3 ¢ (e e . (e
a=(-0-f). o= (4ot c=(ed). p=(-LY).

i) Determinare i momenti di inerzia della lamina rispetto agli assi Oz, Oy,

Oz.

ii) Mostrare che il sistema di riferimento Ozyz non & principale di inerzia.

Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Nel piano Ozy si consideri il sistema
meccanico formato da un disco omogeneo di massa M e raggio R che rotola
senza strisciare sull’asse Oz e da un’asta omogenea di massa m e lunghezza
2¢. L’asta & vincolata nel suo baricentro G tramite una coppia rotoidale al
baricentro del disco. Agli estremi A, B dell’asta sono applicate le forze —Fe,,
Fey (F > 0), rispettivamente, con e versore associato ad Oy. Una molla di
costante elastica k e lunghezza a riposo nulla collega il punto A con l'origine O.
Sul sistema agisce la forza di gravita, di accelerazione g.

Usando come coordinate lagrangiane ’ascissa s del punto di contatto P del
disco con I'asse Oz e ’angolo 6 formato dall’asta con ’asse orizzontale (si veda
la figura),

i) scrivere le equazioni (pure) del moto del sistema;

ii) determinare la reazione vincolare in P in funzione delle coordinate lagran-
giane.



Terzo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Nel piano Ozy si consideri un sistema
meccanico formato da tre punti materiali P;, P», P;, ciascuno avente massa
uguale ad m. I punti P;, P, possono scorrere lungo gli assi Oz, Oy, rispetti-
vamente, mentre il punto P3 & vincolato a scorrere lungo una guida circolare
fissa con centro in O e raggio R. Due molle di costante elastica k e lunghezza a
riposo nulla collegano le coppie di punti Py, Ps e P, P3. Sul sistema agisce la
forza di gravita, di accelerazione g. Si assuma che tutti i vincoli siano privi di
attrito e che valga la relazione

mg = kR.

Usando come coordinate lagrangiane l’ascissa z di Pj, ordinata y di P> e
I’angolo 6 tra il segmento OP; e ’asse Oz,

i) trovare le configurazioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita;

ii) scrivere I’equazione secolare per calcolare le frequenze proprie delle piccole
oscillazioni attorno all’unica configurazione di equilibrio stabile.

(-]
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Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

27 Giugno 2022

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozxyz. Sul piano Ozy si consideri una lamina
poligonale omogenea di massa m. Le coordinate dei vertici A, B, C, D, E, F
sono date da

A=(L,-0), B=(¢,0), C =09,
D=(-¢20), E=(-¢0), F=(0,-9).
Y
A \T
D C
‘ x
E (0] B
F A

i) Calcolare la matrice di inerzia I rispetto ad Ozyz.

ii) Determinare una terna di assi principali di inerzia per la lamina con polo
in O, motivando la risposta.

ili) Calcolare il momento di inerzia della lamina rispetto alla retta r passante
per i punti A, B.

Secondo Esercizio

In un piano orizzontale si fissi un riferimento Oxy e si consideri il sistema mecca-
nico formato da una squadra e da un corpo rigido C vincolati tra loro attraverso
una coppia rotoidale mobile posta nel punto B. La squadra ¢ costituita dalle
aste OA, C'B di lunghezza 3¢/2, £/2, rispettivamente, saldate in corrispondenza
di C in modo che OC = ¢ e che le direzioni delle due aste siano tra loro perpen-
dicolari. L’asta OA ¢ inclinata di 7/4 rispetto all’asse Ox ed il suo estremo O ¢
vincolato all’origine da una coppia rotoidale fissa. Il corpo C ¢ vincolato all’asse
Oz da una coppia prismatica. L’asta OA & sollecitata da un carico per unita di
lunghezza distribuito uniformemente e dato da

f:fua



BN

con f > 0, u versore diretto perpendicolarmente all’asta (si veda la figura). Su
C agisce la forza F la cui retta di applicazione ¢ data da y = h, h > 0. Si
assuma che tutti i vincoli siano privi di attrito.

Determinare le reazioni vincolari esterne ed interne al sistema in funzione dei
parametri f, F', £, h.

Terzo Esercizio

In un piano orizzontale si fissi un sistema di riferimento Ozy e si consideri
un sistema meccanico formato da un punto materiale P, di massa m che puo
scorrere su un’ellisse centrata nell’origine, di equazione parametrica

x(u) = acosu, y = bsinu, u € [0,2m),

con a > b > 0. Il punto P ¢ collegato tramite una molla di costante elastica
k > 0 e lunghezza a riposo nulla al punto fisso A di coordinate (x,y) = (0,7),
con r > 0.

Usando come parametro lagrangiano u,

i) trovare le configurazioni di equilibrio e studiarne la stabilita al variare dei
parametri a, b, r;

ii) per a = 4r, b = 2r mostrare che v = 37/2 ¢ un equilibrio stabile e calcolare
la frequenza propria di oscillazione.

T
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Compito di Meccanica Razionale
Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

18 Luglio 2022

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Sul piano Ozy si consideri la lamina
omogenea ABCDFE di massa m definita come segue: dal triangolo rettangolo
ADE, con AE = DE = 2¢, viene rimossa la regione corrispondente ad un
semicerchio di raggio £/2 con centro nel punto medio H del segmento AD (si
veda la figura).

i) Calcolare i momenti di inerzia della lamina rispetto agli assi Az, Ay in
funzione di m, £.

ii) Introdotto l’asse r passante per H ed il punto medio del segmento ED,
dire se 'asse r & principale di inerzia e calcolare il momento di inerzia
corrispondente.

Secondo Esercizio

In un piano verticale si fissi un riferimento Ozy e si consideri il sistema meccanico
formato da un’asta O A omogenea di massa m lunga 2¢ e da una lamina quadrata
ABCD omogenea di massa M e di lato ¢. L’estremo O dell’asta & vincolato
all’origine degli assi da una coppia rotoidale fissa. Il vertice A della lamina &
vincolato all’estremo A dell’asta tramite una coppia rotoidale mobile.

Usando come parametri lagrangiani gli angoli 6 e ¢ formati rispettivamente
dall’asta e dal segmento AC con l’asse verticale (si veda la figura), scrivere le
equazioni di Lagrange del sistema.



Qr\

b

P

b

_ -“—§-

-

Terzo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Sul piano Ozy si consideri il sistema
meccanico formato da tre punti materiali P;, P», P; aventi la stessa massa m.
I punti P;, P> possono scivolare lungo le guide rettilinee r, s, rispettivamente,
inclinate di /4 rispetto all’asse Oz e passanti per il punto A = (0,¢) (si veda
la figura). Il punto P3 pud scivolare lungo I’asse Oz. Ciascun punto € collegato
agli altri due da una molla di costante elastica k e lunghezza a riposo nulla. Sul
sistema agisce la forza di gravita, di accelerazione g.

Usando come parametri lagrangiani le coordinate z;, z2, z3 di P1, P2, Ps3
relative all’asse Oz,

i) mostrare che esiste un’unica configurazione di equilibrio e che essa & sta-
bile;

ii) calcolare le frequenze proprie ed i modi normali di oscillazione attorno alla
configurazione di equilibrio stabile trovata.
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Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

12 settembre 2022

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Sul piano Oxy si consideri una lamina rettangolare
ABCD omogenea di massa m e lati ¢, /3. L’origine O coincide con il baricentro della lamina
ed i punti B, D giacciono sull’asse Ox (vedi figura).

Y

A

i) Calcolare i momenti di inerzia della lamina rispetto agli assi Oz, Oy.

ii) Determinare una terna di assi principali di inerzia per la lamina con polo in O, motivando
la risposta.

Secondo Esercizio

Nel piano verticale Oxy si consideri il sistema meccanico formato da un disco omogeneo di massa
M e raggio R che rotola senza strisciare su un’asta AB omogenea di massa m e lunghezza 2 /.
Gli estremi A, B dell’asta sono vinvolati a scivolare su due guide circolari di raggio r e centro
in C1 = (—4,0), Cy = (¢,0), rispettivamente, in modo che ’asta resti sempre parallela all’asse
Oz (vedi figura). Sul sistema agisce la forza di gravita, di accelerazione g.

Y

A

Indichiamo con P il punto di contatto tra il disco e ’asta. Usando come coordinate lagrangiane
l’ascissa s del punto P misurata da A lungo I'asta e ’angolo 6 formato dal segmento AC; con
lasse Oz,



i) scrivere le equazioni (pure) del moto del sistema;
ii) determinare la reazione vincolare che 'asta esercita sul disco in P;

iii) scrivere la seconda equazione cardinale della dinamica del disco rispetto al polo P.

Terzo Esercizio

In un piano orizzontale si introduca un sistema di riferimento Oxy. Si consideri il sistema
meccanico formato da due punti materiali A, B di uguale massa m vincolati a mantenere la
stessa distanza tramite un’asta di massa trascurabile e lunghezza 2r. Il punto di mezzo dell’asta
¢ incernierato nell’origine O in modo che I'asta possa ruotare senza attrito. Fa parte del sistema
anche un punto materiale P di massa M, che puo muoversi senza attrito su una guida circolare
di raggio R (R > r) centrata in O. Sul punto P agisce una forza costante Fé;, F > 0, dove
é; ¢ il versore dell’asse Ox. Inoltre il punto A ¢ collegato al punto P da una molla di costante
elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla (vedi figura).

Usando come coordinate lagrangiane gli angoli a e 3, che OP e OA formano rispettivamente
con l'asse Oz,

i) calcolare le configurazioni di equilibrio e determinarne la stabilita;

ii) calcolare le frequenze proprie delle piccole oscillazioni attorno all’unica configurazione di
equilibrio stabile.
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