Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

8 Gennaio 2019

(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Primo Esercizio

Un disco di raggio r pud muoversi in un piano, in cui e fissato un sistema di
riferimento Oxy, rotolando senza strisciare su una guida circolare di raggio R e
centro O. Al centro B del disco ¢ incernierato un estremo di un’asta lunga ¢,
con £ > R+ r. L’altro estremo A dell’asta puo scivolare lungo 'asse Ox. Siano
P il punto di contatto tra la guida e il disco e € I'angolo tra il segmento OP e
lasse Oz (vedi figura).

&37

1. Determinare la velocitd angolare del disco e dell’asta in funzione di 6, 6.

2. Calcolare le coordinate del centro istantaneo di rotazione Cy dell’asta in
funzione di 6.

3. Trovare graficamente la posizione di Cy motivando il procedimento seguito.

Secondo Esercizio

Si consideri un punto materiale P di massa m libero di muoversi in un campo
di forze centrali con energia potenziale

V(p) = karctan p,
dove k£ > 0 e una costante e p & la distanza di P dal centro di forze.

1. Detto € R3 il vettore delle coordinate del punto P, scrivere esplicita-
mente l'espressione della forza centrale F(x).

2. Dimostrare che per ogni valore ¢ della componente del momento angolare
ortogonale al piano del moto esiste un’unica traiettoria circolare.!

3. Disegnare il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto con coordinate p, p;

4. Trovare il valore h dell’energia totale F tale che le traiettorie sono illimitate
se e solo se E > h.

Lsuggerimento: si pud usare la regola dei segni di Cartesio: dato un polinomio p(z) =
anz™ + an_1m”*1 + ... 4 a1z + ag, con coefficienti reali aj, il numero di radici positive ¢ al
massimo uguale al numero di cambiamenti di segno nella successione dei coefficienti an, . .., ag.



Terzo Esercizio

In un piano orizzontale si fissi un riferimento Ozxy. In tale piano si consideri il
sistema meccanico formato da due aste, di uguale lunghezza 2/¢, incernierate in
un loro estremo C. L’estremo A della prima asta ¢ incernierato nell’origine O.
L’estremo B della seconda asta puo scivolare sull’asse Ox. Siano é1, és i versori
degli assi Ox,Oy. Nel punto medio dell’asta BC' agisce una forza costante
F = Fé;, con FF > 0. Sull’asta AC' agisce una coppia di forze di momento
N = Néj x éy, con N > 0. Assumiamo che tutti i vincoli siano privi di attrito.

Usando come coordinate 1’angolo 6 che 'asta AC' forma con 'asse Oz,

1. determinare le configurazioni di equilibrio con il principio dei lavori vir-
tuali;

2. ritrovare le configurazioni di equilibrio e calcolare le reazioni vincolari nei
punti A, B, C con le equazioni cardinali della statica.



Soluzioni

Primo Esercizio

1. Detti e1, é5 i versori degli assi Oz, Oy, la velocita angolare del disco ¢ della
forma
Wdé3,

con wy € R da determinarsi ed és = é; X 3. Le coordinate dei punti P, B sono

xp = Rcosf xp = (R+1)cosf
yp = Rsind yp = (R+7)siné

Dalla formula fondamentale della cinematica rigida si ha
0 =vp =vp + wyes x (CCP — :BB),

da cul si ricava
R+r,
= 0.

Wd
T

Detto ¢ I'angolo @, la velocita angolare dell’asta & della forma
waél’n
con w, = —¢. La relazione tra gli angoli ¢ e § ¢ data da

lsingp = (R+r)sind,

= arcsin <(R 2_ r) sin 9) ,

(R+7)6cosf
\/62 — (R +7)%sin* 6

2. Le coordinate (zg,yo) del centro istantaneo di rotazione Cp si possono
calcolare dalla relazione

cioe

per cui

Wq = —

OZ’UCOZ’UB-‘FU)X(IBCO—wB).

Si ottiene

To = (R+r)cos¢9+\/627(R+r)2sin29,

yo = (R+r)sinf + \/62 — (R+r)2sin® O tan6.

3. Per il teorema di Chasles, il centro istantaneo di rotazione sta sulla
normale alla velocita di ogni punto del corpo da esso distinto. La velocita di A
e diretta lungo Oz, quella di B ¢ ortogonale a B — O.




Secondo Esercizio

1. La forza centrale si scrive

con

k

flp)==V'(p) = _TpQ'

2. L’energia potenziale efficace si scrive

02

Vet (p) = V(p) + S

Consideriamo un valore qualunque di ¢ (con ¢ # 0 perché sia definito univoca-
mente un piano del moto). Dobbiamo mostrare che questa funzione ha un unico
punto stazionario positivo p. Si ha

k c?
/ _ e
eff(p) - 1+p2 mp37

per cui, dall’equazione V! (p) = 0 si trova I'equazione polinomiale
p(p) = kmp® — ?p® — & = 0.

Per la regola dei segni di Cartesio questa equazione ha al massimo una soluzione
positiva. Quest’ultima esiste perché

p(0) = —¢?, lim p(p) = +oc.

p—>—+o00

3. Tenendo conto dei limiti

T
lim V, = 00, lim VY, =k—
e, eff(p) + p+o0 eff (p) 2
e di quanto dimostrato al punto precedente, possiamo tracciare qualitativamente

il grafico di Veg (a sinistra) ed il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto (a
destra):

35 T T T T 2
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4. Dallo studio fatto al punto 3. si vede che il valore cercato dell’energia
totale e

s
h=Fk—-.
2



Terzo Esercizio

1. Il lavoro virtuale delle forze attive agenti sul sistema e dato da
5L = N@dt — 3F(sin 060 = (N — 3F{sin 6)66),
in cui si ¢ usato 0dt = df = §0. Per il principio dei lavori virtuali si ha
0L=0

per ogni scelta di §6, per cui gli equilibri corrispondono alle soluzioni di

. N
blna = m,
cioe N
91:arcsinﬁ, Oy =7 —04.

2. Chiamiamo é1, és i versori degli assi Oz, Oy. Sia <I;C = PLéy + Plés
la reazione vincolare esercitata dall’asta BC' sull’asta AC nel punto C. Siano
inoltre ® 4 = P4 é1 + PY és la reazione in A e O = PY.é, la reazione in B.

Le aste AC' e BC devono essere in equilibrio individualmente. Le equazioni
cardinali della Statica per 'asta AC si scrivono

§A+(§C:65

- R 1
Nég‘i’(C*A)Xq)C:O, ()

dove A ¢ il polo scelto per la seconda equazione cardinale.
Le equazioni cardinali della Statica per I’asta BC' si scrivono
~&c + Fé, +®p =0,
(D—C)x Fé,+(B—C)x®p =0,

dove C' ¢ il polo scelto per la seconda equazione cardinale.
Dalla seconda equazione in (2) si trova

F
(pyB = 751]&110

e dalla prima
c=7F ol = Y.

Sostituendo queste relazioni nella seconda equazione in (1) si ritrova ’equazione
degli equilibri
N

3F¢
Infine, dalla prima equazione in (1) si ottiene

sinf =

-

a=—Pc.

Lo
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(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Primo Esercizio

Si consideri un corpo rigido discreto formato da 3 punti materiali Py, Py, P53, di
masse m, 2m, 4m rispettivamente, posti ai vertici di un triangolo equilatero di
lato £. Sia ¥ = Ozyz un riferimento solidale al corpo scelto come nella figura,
con Py, Py, P5 giacenti nel piano Oxy.

y; P3

P1:O > >

1. Calcolare le coordinate del baricentro B del corpo.

2. Calcolare la matrice di inerzia Ip, relativa all’origine O, in coordinate
nella base {€é1, €2, €3} associata al riferimento X.

3. Trovare un riferimento principale di inerzia con origine in O.

Secondo Esercizio

Si consideri un punto materiale P di massa m libero di muoversi in un campo
di forze centrali con energia potenziale

p?
V(p) = klog(1 + 72)7

dove k,r > 0 sono due costanti e p ¢ la distanza di P dal centro di forze.

1) Detto & € R3 il vettore delle coordinate del punto P, scrivere esplicita-
mente l'espressione della forza centrale F'(x).

Consideriamo condizioni iniziali per cui
c=2rvkm,

dove ¢ & la componente del momento angolare ortogonale al piano del moto.

2) Mostrare che esiste un’unica traiettoria circolare e trovarne il valore del
raggio in funzione di 7.

3) Disegnare il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto con coordinate p, p.

4) Trovare il valore minimo hy,;, dell’energia totale.



Terzo Esercizio

In un piano verticale si fissi un riferimento Oxy con asse Oy verticale ascendente.
In tale piano si consideri il sistema meccanico formato da un’asta omogenea
AC, di massa m e lunghezza 2¢. I’estremo A dell’asta & incernierato nel punto
dell’asse Ox di coordinate (%E, 0). L’altro estremo C ¢ incernierato in un
punto di un corpo rigido D di massa M e baricentro B. Il corpo D & anche
collegato all’asse Oy attraverso una coppia prismatica. Le coordinate dei punti
B, C sono
B= (?z, V20,  C= (?4, V20).

Sui due corpi agisce la forza di gravita di accelerazione ¢ e tutti i vincoli sono
supposti privi di attrito.

B C

f

1. Calcolare 'angolo 6 che I'asta AC' forma con la direzione orizzontale.

2. Usando il principio di sovrapposizione degli effetti ed il metodo di scom-
posizione determinare le componenti delle reazioni vincolari in A e in
C esercitate rispettivamente dall’asse Oz e dal corpo D sugli estremi
dell’asta.



Soluzioni

Primo Esercizio
1. Dalla relazione
(m+2m+4m)(B — O) = m(P, — O) + 2m(P, — O) + 4m(P; — O)
scritta in coordinate in X si ottiene

4 23
7b =40

2. La matrice di inerzia ¢ simmetrica e si scrive

).

(xBayB,ZB) = (

Iy Lip I3
Io=| Iy Iz I3
I31 I3p I33

con I;; = I;; per ogni i # j. L’asse Oz ¢ un asse principale di inerzia perché il
corpo rigido ha una simmetria per riflessione rispetto al piano Oxy, quindi

I3 =13 =0.
Abbiamo inoltre
3 \2
111 = (47’2’1)(%4) = 3777,[2,

182

Iy = (2m)0* + (4m) (,g) = 3ml?,
2

I3z = Iy + oz = 6me?,

o = 44@(%@?@) = —Bml2.

Abbiamo quindi che

V3
IO =m€2 —\/ﬁ 3
0

oSO O

3
0
3. Gli autovalori della matrice

R

sono le radici di
A2 —6A+6=0,
cioé
)\1:3—\/3, )\2:3+\/§

Due autovettori associati a A1, Ay rispettivamente sono

ae(1) we(2)

per cui due direzioni principali rispetto a O nel piano Ozy sono la bisettrice del
primo e terzo quadrante e la bisettrice del secondo e quarto quadrante.



Secondo Esercizio

1. La forza centrale si scrive

p
con ok
— V(p) = __ P
2. L’energia potenziale efficace si scrive
2 2 2
_ = klog(1+ ) :
Vet (p) = V(p) + 52 og(1+73) + 5,

Consideriamo condizioni iniziali per cui
c=2rvkm
e mostriamo che c¢’¢ un unico punto stazionario positivo di Veg. Si ha

2kp c?
r24+p2  mpd’

/

ef‘f(p) =

per cui, da V;(p) = 0 si trova I'equazione polinomiale

2kmp* — 2p* — Ar? = 0.

N

che corrisponde al raggio dell’unica traiettoria circolare esistente per il valore
scelto di c.
3. Tenendo conto dei limiti

L’unica radice positiva e

lim Veg(p) = 400, lim Veg(p) = o0

p—0Tt p——+oo

e di quanto dimostrato al punto precedente, possiamo tracciare qualitativamente
il grafico di Veg (a sinistra) ed il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto (a
destra):

25 T T T T T T T T T 10

201 1 6k

ve"
thodot
o




4. Dallo studio fatto nei punti precedenti si ha

_ 2
Bonin = Veir (5) = k(log(? +/3) + m)

Terzo Esercizio

1. Si ha /3
20
tanf = =1,
ER
quindi
s
9 - Z.

2. Supponiamo inizialmente che il corpo D sia scarico, cioe che su di esso
non agiscano forze attive esterne. Indichiamo con

0, W

le reazioni vincolari che I’asse Oz e il corpo D esercitano sull’asta AC' in questa
ipotesi. Usando il metodo di scomposizione, sia ’asta AC' che il corpo D devono
soddisfare le equazioni cardinali della Statica individualmente.

Sull’asta AC' agiscono la forza di gravita, equivalente ad un’unica forza
—mgés applicata nel baricentro e le reazioni E’S), ‘i;(c}) Perché AC sia in
equilibrio deve valere

3% £0.

Per il principio di azione e reazione I'asta AC esercita su D una forza —‘f'g).
Le forze di reazione esercitate dall’asse Oy su D devono quindi avere risultante
non nulla e sono equivalenti ad un’unica forza F(Mé; applicata ad un punto del
loro asse centrale. Dalla prima equazione cardinale della Statica applicata a D
si ottiene

3% 4+ FMe, = 0.

Dall’equazione precedente si ottiene che 'i’(c}) e diretta lungo é;:

3\ = FWe,.

Le equazioni cardinali della Statica per I'asta (la seconda equazione ¢ calcolata
rispetto ad A) ci danno

FWe, — mgés + <f’(A1) = 6,

2 2
£mgﬁ — 2£€F(1) =0,

2 2
da culi si ottiene
m - mg . ~
F(l) :79, @S):*Tg 1+mgeg.

Supponiamo adesso che I'asta AC' sia scarica e indichiamo con

9, §Y



le reazioni vincolari che I'asse Oz e il corpo D esercitano sull’asta AC in questa
ipotesi. Dalle equazioni cardinali della Statica applicate all’asta AC' si ottiene

P+ 82 =0, 87 -0, &=0", ()
dove 3
. 2 ~ CcC-A
& = 5 (—e1+é)= C— A

Su D agiscono la forza di gravita, equivalente ad un’unica forza —M géy ap-
plicata nel baricentro B, la reazione —'i;g ) (per il principio di azione e reazione)
e le forze di reazione esercitate dall’asse Oy. Perché D sia in equilibrio queste
ultime devono avere necessariamente risultante non nulla e sono quindi equi-
valenti ad un’unica forza F(?)é; applicata ad un punto del loro asse centrale.
Dalla prima equazione cardinale della Statica applicata a D si ottiene

—Mgé, — ) + FPé, =0,

da cui si ottiene
(I)g,e) = —V2Mgy

e, per la prima delle (1),
(1)542,9) =V2My.

Usando il principio di sovrapposizione degli effetti concludo che
B, = ‘f’g) + ‘f’(Az) = —(% + M)géy + (m + M)gés

= = m N R
$o =3+ = (5 +M)gér — Mge,
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(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Primo Esercizio

i) In un piano assegnato si fissi un sistema di riferimento Oé; é; e si consideri
il sistema di forze applicate

F={(F,P),...,(Fs P}

con

—

szjég, Pj:O+jé1, j=1,...,5.
Trovare I’asse centrale del sistema F.
ii) In un piano assegnato si consideri un sistema di vettori applicati paralleli
S:{(617P1)7...7(’6N7PN)}, N > 1.
Si prendano in tale piano due rette ry,ry parallele e distinte, aventi la
stessa direzione dei vettori ¥; del sistema S.

Mostrare che e possibile trovare un sistema di vettori applicati equivalente
ad S costituito da al pitt due vettori paralleli alle rette r1, 2, applicati uno
a un punto di 71 e I’altro a un punto di .

Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz e si consideri un corpo rigido C formato
da 8 punti materiali P, ..., Py di massa m posti ai vertici di un cubo di lato /.
Il punto P; del corpo si trova nell’origine O e i tre spigoli del cubo contenenti
Py giacciono sugli assi Oz, Oy, Oz (vedi figura).

Y
Pyg-------- 2 P3
Pg "/ ******** *‘P7 :
3 B
| P1 0) I : P2
I : /* X
P/ 77777 <Py

i) Sia B il baricentro del corpo rigido. Calcolare il momento di inerzia di C
rispetto al’asse passante per O e B.

ii) Consideriamo il vettore €, di coordinate («, 8,7), con «, 8,y € R, |é| = 1.
Calcolare il momento di inerzia di C rispetto all’asse passante per O e
parallelo ad é.



Terzo Esercizio

In un piano verticale si fissi un riferimento Oxy, con asse Oy verticale ascenden-
te. In tale piano si consideri il sistema meccanico formato da due aste omogenee,
di uguale massa m e lunghezza 2¢, incernierate in un loro estremo C'. L’estremo
A della prima asta ¢ incernierato nell’origine O. L’estremo B della seconda asta
puo scivolare sull’asse Ox ed & collegato all’origine O da una molla di costante
elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla (vedi figura). Sul sistema agisce la
forza di gravita, di accelerazione g. Assumiamo che tutti i vincoli siano privi di
attrito.

Usando come coordinata I’angolo 6 che 'asta AC' forma con 'asse Oz,

i) determinare le configurazioni di equilibrio al variare dei parametri m, g, k, ¢
tramite il principio dei lavori virtuali.

Si assuma che
mg = 4kl

e si consideri I'unica configurazione di equilibrio 6y, con 0 < 0y < 3.

ii) Per 6 = 6, calcolare le reazioni vincolari nei punti B, C con le equazioni
cardinali della Statica;

iii) ritrovare la reazione vincolare in C' del punto ii) con il principio dei lavori
virtuali.



Soluzioni

Primo Esercizio

i) Un punto @ dell’asse centrale ¢ dato dalla formula

Q—O_RXNO
B>

dove

5 5
R=Y jé; =156y, No =) jé x jéy="55és.
j=1 j=1
Si ottiene quindi
11 |

Q_Ozgel.

L’asse centrale e la retta costituita dai punti
Q + AR,

al variare di A € R.

ii) Scelte in modo arbitrario due rette r1, 72, parallele ai vettori ¥ e distinte
tra loro, mostriamo che ogni sistema costituito da un solo vettore applicato
(¥;, P;) del sistema S ammette un sistema equivalente composto da due vettori
paralleli alle rette 71,7y (possibilmente nulli), applicati uno a un punto di r e
I’altro a un punto di 7s.

Fissiamo un riferimento Oé; €, nel piano assegnato in modo che ¥; x é; = 0
per j =1,...,N. Quindi le rette ri, 72 sono parallele a é;. Se P; € r; il siste-
ma {(v;, P;), (G,Q)}, con () € 7y scelto arbitrariamente, soddisfa le proprieta
richieste. Se P; € rp procedo in modo analogo.

Se invece P; & ri1 Uy faccio la costruzione seguente. Dato (¥;, P;) scelgo
due punti @ € r1,Q2 € T2 in modo che

(Q1—Pj)-é3=(Q2— P;)-é3 #0.

Osservo che possiamo scrivere

dove ) . ) )
V=2V -P), 9 =2P(Q:-P)

)

per due coefficienti /\§'1 ,)\E-Z) = 0. Consideriamo le scomposizioni

=(1) (

v =y

1)é1 + 5§1)é2, 17;2) = a§2)é1 + Bj(-z)ég.

e osserviamo che si ha,
ald = _o®
J J

perché la componente di ¥; lungo é; ¢ nulla.
Usando le operazioni elementari si vede quindi che un sistema equivalente al
vettore applicato (v}, P;) € allora

{(BVeé2,Q1), (8% &2,Q2)}.



Possiamo ripetere questa scomposizione per ogni vettore applicato del siste-
ma S e concludiamo considerando il sistema equivalente ad S definito da

{(6(1)7 A1)7 (6(2)a AZ)}a

dove
N N
d0 =3 ge, =3 e
j=1 j=1

e Ay, Ay sono rispettivamente due punti qualunque delle rette rq, rs.

Secondo Esercizio

i) Posto
_ B-0
REE

il momento di inerzia rispetto all’asse passante per O e B si scrive

ép

Osserviamo che il momento di inerzia rispetto ad un asse non dipende dal polo
scelto sull’asse, quindi
Toey = IBey-
Per il corpo rigido considerato ogni asse passante per il baricentro e principale
e si ha
Ipey = Ipe,
dove é & un qualunque vettore unitario. Scegliendo ad esempio é = é; e consi-
derato che tutti i punti del corpo si trovano a distanza d = gﬁ dall’asse Oéq,
si trova
Ioe,, = 8md* = 4ml?.
ii) Sia € il vettore unitario di coordinate («, 3,7). Per il teorema di Huygens-
Steiner si ha
Ips = Igs + (8m)d2,

dove
]Bé = 4m€2

per il risultato del punto precedente e d e la distanza tra gli assi Oé e Bé.
Quest’ultima ¢ data da

A=1(B=0)x & = =\/T=af—ar = .

infatti
(B-0)xé

I
N >

[(B—7)é1+ (v — a)éz + (o — B)és].

In conclusione si ottiene

Ioe = 4ml?(2 — af — ay — B7).



Terzo Esercizio

i) Le forze attive sono conservative e la loro energia potenziale &
. 1 2
V(0) = 2mglsinf + 5/@’(46 cos ).
Le configurazioni di equilibrio sono i punti stazionari di V. L’equazione
V'(0) = 20 cos O(mg — 8klsinf) = 0

ha come soluzioni
s Vs
0=, O = ——
2 2
mg

e, se gry < 1, anche

03 = arcsin(@), 0y = m— 03.

8kl
ii) Poiché
mg
-1 1
T i (1)
si ha i
0y = arcsin(%) = arcsin(i) = %
Sia

Po =D+ Poyéo

la reazione vincolare esercitata dall’asta BC' sull’asta AC nel punto di cerniera
C. Detto G il baricentro dell’asta AC, la seconda equazione cardinale della
Statica per 'asta AC' con polo O si scrive

(G — 0) x (—mgés) + (C —0) x ®¢ =0,

da culi si ottiene
—mgV3 4 2V3dc,, — 20c, = 0. (2)
Sia, .
Pp =Pp 6o

la reazione vincolare esercitata dall’asse Oz sull’asta BC' nel punto di cerniera
B. Usando il principio di azione e reazione per la reazione vincolare in C, la
prima equazione cardinale della Statica per I'asta BC' si scrive

—<I;c —mgés + Pp ,€r — 4kl cosbpé, = 6,
da cui si ottengono le equazioni

Do, = —2V3kL,
— (I)C7y —mg + (DB,y =0.

Dalle relazioni (1), (2), (3) si ottiene

=

B = —2v3kte; + (% — 2kl)éy = —2v/3kté,,

D = mgé, = 4klé,.



iii) Se eliminiamo la cerniera in C l'asta BC' acquista 2 gradi di liberta.
Detta s ’ascissa del punto B e ¢ 'angolo che 'asta BC' forma con ’asse Ox
(vedi figura) si ha

x5 = (5,07, xc = (s + 20 cos @, 20sin )T
e gli spostamenti virtuali si scrivono

o0XB = (58,0)T, oxc = (ds — 2¢sin podp, 2¢ cos cpo&p)T,

con

V3

1
sin g = sin(r — 6y) = 2 cos g = cos(m — bp) = 5

Poniamo inoltre
so = 40 cos By = 2V/3L.

Detto G il baricentro dell’asta BC', usando il principio dei lavori virtuali
scriviamo

5L, = —®¢ - 5B — mges - 6xa, — ksoer - 6xp =0

per ogni spostamento virtuale, quindi

— B, (05 — L3p) + ey V30 + mgz§5<p — k23065 =0
per ogni Js, dp. Dall’indipendenza di §s e dp si ottiene
Do, = —2V3kL,

3
Do, + V300, + gmg =0.

Dalle equazioni precedenti, usando (1), si trova

o¢, = 0.
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(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Primo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oé;ésé; e si consideri nel piano Oé;és un disco
rigido omogeneo D; di raggio R con il centro di massa fissato in O. Il disco D,
ruota con velocita angolare costante wés (w > 0) intorno all’asse Oéz. Sempre
nel piano Oé;é, si consideri un secondo disco rigido omogeneo D> di raggio r e
massa m che rotola senza strisciare sul bordo di D;.

€2 )

o>y
—

Indicando con a ’angolo tra é; e P — O, dove P ¢ il punto di contatto tra i due
dischi (si veda la figura), determinare:

i) la velocita angolare e Ienergia cinetica del disco Dy;

ii) la posizione del suo centro istantaneo di rotazione nei due casi & = 0,
a=uw.

Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Oxyz. Sul piano Ozy si consideri una lamina
quadrata di lato £ e vertici A, B, C, D. 1l centro del quadrato coincide con
O e ilati AB, BC sono paralleli agli assi Oz, Oy. La lamina & costituita da
due triangoli omogenei ABC, ACD di densita u, 2u rispettivamente (si veda la
figura).



i) Calcolare la matrice di inerzia I della lamina nel riferimento Ozyz.

ii) Trovare una base principale di inerzia con origine in O, motivando la
risposta.

ii) Calcolare le coordinate del baricentro della lamina.

Terzo Esercizio

Y,

C[d

&5l

In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Oxy, con asse Oy
verticale ascendente. In tale piano si consideri un’asta di estremi A, C avente
massa m e lunghezza 2¢. Gli estremi dell’asta sono vincolati a scivolare sugli
assi Ox e Oy (vedi figura). Si usi come coordinata 1’angolo 6 che I’asta forma
con la direzione verticale. Sul sistema agisce la forza di gravita, di accelerazione
g. Inoltre una forza F= —Fé, costante, dove F' > 0 ed é; ¢ il versore dell’asse
O, viene applicata nel punto P dell’asta di coordinate (x,y) = (Asin#, (2¢ —
A)cosf), con 0 < A < 2¢. Assumiamo che il sistema sia in equilibrio con
0=m/4

1. Usare il principio dei lavori virtuali per determinare, in dipendenza di A,
I'intensita della forza F'.

2. Trovare l’asse centrale del sistema di forze applicate composto da F e
dalla forza di gravitd e mostrare che per ogni A € (0,2¢] tale sistema &
equivalente ad un’unica forza applicata ad un punto opportuno dell’asta.

3. Trovare 'asse centrale delle reazioni vincolari agenti sull’asta nei punti A
e C.



Soluzioni

Primo Esercizio

i) Poiché il moto ¢ piano la velocita angolare del disco Dy ¢ della forma &y =
woé3, con wy € R. Il coefficiente wo si puo ottenere calcolando la velocita
'E’g) del punto P del disco D; con la formula fondamentale della cinematica
rigida applicata ai punti P,O di D;, imponendo l'ipotesi di puro rotolamento
ﬁg) = 175,2), dove 171(3) ¢ la velocita del punto P del disco Ds, e applicando di
nuovo la formula fondamentale ai punti B, P di Ds. Poniamo

é, = —sinaé; + cos aés.
Abbiamo quindi

&) = wés x (P — 0) = wRé,,

72 = b,
b =0 + wyés x (B — P),

dove
173 = (R + T)déa.
Si ottiene 1
we = —[(R+r)& —wR).
T
L’energia cinetica si puo calcolare con il teorema di Konig:

1 1 1 1
T= §m|f)’3|2 + 5&5 -Jpd = §m(R +7)%6% + zm[(R +7r)a — wR]?.

ii) Indichiamo con Cj il centro istantaneo di rotazione. Si ha

Wy X Up r(R+r)d
Co—B-= _
0 w3 wR — (R+T)dep’

dove
€, = cos €y + sin aés.

Se & = 0 si ha Cy = B. Se invece & = w si ha

Co=B+— MRENe B (Rtre, =0

R— (R+r)w

Secondo Esercizio

i) Calcoliamo i coefficienti I;;,1 < ¢ < j < 3 della matrice di inerzia nel rife-
rimento Ozyz. La direzione di Oz & principale perché la lamina ha la proprieta
di simmetria per riflessione rispetto al piano Oxy. Ne segue che I;3 = I3 =0
e I33 = I11 + I»5. Indichiamo con 7y, 75 i due domini che descrivono nel piano
Oxy i triangoli omogenei che compongono la lamina:

n={(e.y): |zl < /2, ~L/2<y <z},
= {(a.y) : ol < /2,2 <a < y).



Otteniamo

Iy = / py*dady + / 2uy” ddy
T1 T2

2 o 02 )2 bt
= / pydady + / / 2uy’drdy = —,
/2 —1/2 —/2 Ja 3

122:/ ,uxQd:vder/ 2ux?dxdy
T1 T2

£/2 T £/2 /2 ,U,f4
= / padzdy + / / 2uxidedy = —,
—ej2J—e)2 —0/2 )2 8

I = —/ umydxdy—/ 2uxydzdy
T1 T

2

L/2 /2 /2

=— / prydrdy — / / 2uxydrdy = 0.
—0/2J—2/2 —L/2Jx

Inoltre, per quanto detto prima,

_n

I33 1

ii) Il riferimento ¥ = Oxyz ¢ principale in quanto la matrice di inerzia
trovata al punto precedente ¢ diagonale. Osserviamo che, poiché I1; = I3, sono
principali anche tutti i riferimenti ottenuti ruotando ¥ attorno all’asse Oz di un
angolo arbitrario.

iii) Il baricentro B della lamina ¢ dato dalla formula

B-0= %[m1(31 — 0) +ma(B2 — 0)],

in cui By, By sono i baricentri dei triangoli ABC, AC'D rispettivamente, my, mo
le loro masse ed m = my + mo la massa totale della lamina. Si ha

my = ul?/2, me = pul?.
Le coordinate di By, By in X sono
By = (£/6,-/6),  By=(-{/6,£/6),
per cui le coordinate di B sono

B = (—/18,0/18).

Terzo Esercizio

1. Sia B il baricentro dell’asta AC. Si puo sostituire alla forza di gra-
vita, agente sui diversi elementi materiali che compongono ’asta, un’unica forza
—mges applicata a B. Il principio dei lavori virtuali si scrive

0L = —mges -dxg — Fei - dxp =0
per ogni spostamento virtuale del sistema. Nella formula precedente si ha

Sxp = (Ccosfé; — (sin0é3)60,  Sxp = (Acos0é; — (20 — \) sin 0é3)30),



dove sinf = cosf = g Si ottiene quindi che

2. La risultante delle forze attive ¢
N R R . 2%
R=—-Fé —mgéy = —mg(és+ Xel)

ed ¢ diversa da 0, per cui esiste 'asse centrale.Per calcolarlo si pud considerare
il sistema di forze applicate equivalente {(—Fé;, P), (—mges, B)}. Tale sistema
di forze ha trinomio invariante nullo, quindi possiamo cercare un punto @ di
coordinate (z,y) dell’asse centrale risolvendo ’equazione

No =0,
che ci da I’equazione
l L
=— 20(1 — ). 1
v = Ty+ VI - 7) (1)

Mostriamo che ’asse interseca ’asta per ogni scelta di A € (0,2¢]. I punti
dell’asta soddisfano ’equazione

y =2 — .

Sostituendo questa in (1) si ottiene

che appartiene all’intervallo (0, %E] per A € (0,2¢] e questi sono tutti valori
della coordinata x di punti dell’asta.

3. Poiché il sistema & in equilibrio, le reazioni vincolari in A, C' formano
un sistema di forze opposto a quello delle forze attive, pertanto ’asse centrale
relativo alle reazioni vincolari ¢ lo stesso del punto precedente.
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Primo Esercizio

Si fissi in un piano un sistema di riferimento Ozy. Un disco rigido omogeneo di
raggio R puo rotolare senza strisciare su una guida rettilinea r fissa passante per
'origine, che forma un angolo oo = 7/3 con ’asse Oz. Un’asta rigida omogenea
di lunghezza ¢ ha ’estremo B vincolato al baricentro del disco e 1’altro estremo
A vincolato a scorrere sull’asse Oy.

)
A

Usando come coordinata ’angolo 6 tra lasta e ’asse Oy (vedi figura),
a) determinare le velocita angolari dell’asta e del disco;
b) calcolare ’energia cinetica dell’asta e del disco;

c) calcolare le coordinate del centro istantaneo di rotazione Cq dell’asta e
spiegare come si pu0 ottenere la posizione di Cy per via grafica.

Secondo Esercizio

Si fissi un sistema di riferimento Ozyz. Sul piano Ozy si consideri un disco di
raggio R. Il centro del disco coincide con O ed & costituito da due semidischi
omogenei di densita p, 2u rispettivamente, separati dal diametro AB che forma
un angolo di m/4 con P’asse Oz (vedi figura).



i) Calcolare la matrice di inerzia Ip del disco nel riferimento Ozyz.

ii) Trovare una base principale di inerzia con origine in O, motivando la
risposta.

ii) Calcolare le coordinate del baricentro del disco.

Terzo Esercizio

In un piano orizzontale si fissi un riferimento Oxzy e si consideri il sistema
meccanico rappresentato in figura, costituito da due corpi rigidi. Il primo corpo
& un’asta con un estremo incernierato nell’origine O tramite una coppia rotoi-
dale fissa. L’asta & collegata al secondo corpo tramite una coppia prismatica
e un’altra coppia prismatica collega il secondo corpo all’asse Oz (vedi figura).

Una forza F = —Fé;, con F > 0, parallela all’asse Oz, agisce sul secondo corpo
e la sua retta d’azione ha distanza h dall’asse Oz. Tutti i vincoli sono privi
di attrito. Sapendo che I’asta forma un angolo & = § con gli assi coordinati

trovare le reazioni vincolari che sono esercitate sui due corpi.
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(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Primo Esercizio

Si fissi in un piano un sistema di riferimento Oxy. Un disco rigido D; di raggio R
rotola senza strisciare sull’asse Oz. Una guida rettilinea p ¢ appoggiata al disco
D;1 e si mantiene parallela ad Oz. Su di essa rotola senza strisciare un disco
rigido Dy di raggio r (si veda la figura). Chiamiamo P, @ i punti di contatto
tra D1, Dy e la guida p. Denotiamo con s I’ascissa del punto di contatto tra
D e lasse Ox. Assumendo che tra le ascisse dei punti P, @ valga la relazione
g —xp =k, con k > 0 e costante,

a) determinare le velocita angolari dei due dischi;
b) calcolare le coordinate del centro istantaneo di rotazione Cy del disco Da;

c) descrivere la polare fissa (base) e la polare mobile (rulletta) del disco Ds.

Secondo Esercizio

Si fissi un riferimento Oxyz e si consideri nel piano Ozy un triangolo rettangolo
omogeneo di massa m (vedi figura) con lati OA, AC di lunghezza /.

Y

1. Calcolare i coefficienti della matrice di inerzia Ip, relativa al polo O e
scritti nella base del riferimento Ozyz.

2. Trovare un riferimento principale di inerzia con origine in O.



Terzo Esercizio

In un piano orizzontale si fissi un riferimento Oxy e si consideri il sistema
meccanico rappresentato in figura, costituito da due corpi rigidi. Il primo corpo
e un’asta di lunghezza ¢, con un estremo incernierato nell’origine O tramite una
coppia rotoidale fissa. L’asta ¢ collegata al secondo corpo tramite una coppia
prismatica e un’altra coppia prismatica collega il secondo corpo all’asse Oz (vedi
figura). Tutti i vincoli sono privi di attrito. Sapendo che I’asta forma un angolo
¢ = 7 con gli assi coordinati trovare le reazioni vincolari che sono esercitate sui
due corpi nei due casi seguenti:

i) sull’estremo A dell’asta agisce una forza 14:’:4 = —Fjéy, con Fy > 0,
parallela all’asse Ox (vedi figura a sinistra);

ii) oltre alla forza ﬁA del punto precedente c¢’¢ una forza F_"B = Fpeéq, con
Fp > 0, che agisce sul punto B del secondo corpo a distanza h dall’asse
Oz (vedi figura a destra).



Soluzioni
Primo Esercizio

Soluzione_ESeReri0 4
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Secondo Esercizio

1. La densita di massa del triangolo e

_ 2m
Si ha
0 T {3 64 1
I = oy? dydx = 0/ r de =2 = —me?,
o Jo o 3 12 6
Iy = ox? dydr = 0/ z2 dz = =m/?,
0o Jo 0 2

2
I33 = 111 + Iy = ngQ,

l x ¢ 3 64 1
Is = —/0 /0 oxy dydr = —U/O % dx = —% = —Zm€2.

Inoltre I13 = Iz3 = 0 poiché Oxy € un piano di simmetria per riflessione. La
matrice di inerzia Ip € simmetrica, per cui

1 _1 9
2 6, 14
o 0 2
2. Il vettore
ez = (0,0,1)T

definisce una direzione principale di inerzia perché Ozxy € un piano di simmetria
per riflessione. Per trovare le altre due direzioni principali cerco gli autovettori
della matrice

L’equazione per gli autovalori e

det(A — M) =0,
cioe 5 )
2
il
A 3 + 48 0,
che ha le radici
44+/13 4—+/13
Al = —, AL =
12 12

Cerco gli autovettori:

da cui si ottiene
Yy=——"=—
e, scegliendo x = 1, si trova 'autovettore

T
2++13
v = 1,77,0



della matrice Ip. Analogamente, dall’equazione

an(7)-()

—-2+V13
y=—7(p—1
3
e, scegliendo x = 1, si trova I"autovettore

T
—2 13
vy — (17 M’()) ,

si ottiene

3

I vettori vy, v2, e3 sono ortogonali e individuano un riferimento principale di
inerzia centrato in O.

Terzo Esercizio

i) Il secondo corpo, che chiameremo C, & scarico. Denotiamo con <f>12 e <I_50$ le
risultanti delle reazioni dell’asta OA e dell’asse Oz su C, esercitate tramite le
due coppie prismatiche. Dalla prima equazione cardinale della Statica applicata
a C si ottiene

=

&, + B0, = 0. (1)

Osserviamo che si deve avere
- _ - o
P,=0 e ®0, =0,

infatti, poiché i vincoli sono lisci, se tali risultanti non fossero nulle, esse sa-
rebbero ortogonali ad OA e Oz rispettivamente e quindi ’equazione (1) non
potrebbe essere soddisfatta.

Indichiamo con IV 12 € NOz i momenti risultanti delle reazioni dell’asta OA e
dell’asse Oz su C. Dalla seconda equazione cardinale della Statica per C rispetto
al polo O si ottiene . .

Nis+ No, = 0.

Consideriamo adesso 1’equilibrio dell’asta OA. Detta @, la risultante del-
le reazioni della coppia rotoidale sull’asta, questa si puo pensare applicata al
punto O. La prima e la seconda equazione cardinale della Statica (quest’ultima
calcolata rispetto al polo O) per asta si scrivono

®o — Faéq, =0,
(A—O)XﬁA+N21:6,

dove INp; € il momento risultante delle reazioni di C sull’asta. Per il principio
di azione e reazione si ha
Ny = —Njs.

Concludo che nel caso 1)
- le reazioni della coppia rotoidale su OA sono equivalenti alla forza
B0 = Faé

applicata in O;



- le reazioni di O A su C sono equivalenti ad una coppia di forze di momento

3 NG
Niz=(A—0)x Fy= géFAég

e, per il principio di azione e reazione, le reazioni di C su OA sono
equivalenti ad una coppia di forze di momento No; = — Nyo;

- le reazioni di Oz su C sono equivalenti ad una coppia di forze di momento
- 2
Noy = fgemég.

ii) Counsidero dapprima l’asta OA scarica. In questa ipotesi indichiamo con
<Iﬂ>’12 e {;’Oﬁ le risultanti delle reazioni dell’asta O A e dell’asse Ox su C, esercitate
tramite le due coppie prismatiche. Denotiamo inoltre con 'i;b la risultante delle
reazioni della coppia rotoidale sull’asta, applicata nel punto O.

Dalla prima equazione cardinale della Statica per 1’asta si ottiene

—

b+ ®y =0,

dove 113'21 ¢ la risultante delle reazioni di C su OA. Per il principio di azione e
reazione si ha
1=~ (2)

Osserviamo che 5’21 =+ 0. Infatti, la prima equazione della Statica per C si scrive

e, se ®, = 0, dalla (2) si avrebbe anche ®,, = 0. Quindi C non sarebbe in
equilibrio, infatti <f>’ox, se non ¢ nulla, & ortogonale all’asse Ozx.

Poiché {;’21 # 0, allora le forze di reazione di C su OA sono equivalenti alla
risultante ‘5’21 applicata ad un punto dell’asse centrale di tali reazioni. Inoltre,
poiché <I_5’21 ¢ ortogonale ad OA e <I_5'O ¢ applicata in O, dalla seconda equazione
cardinale della Statica per OA segue che 'asse centrale considerato passa per
O ed ¢ ortogonale ad OA.

Poiché F e 'f)/w non sono parallele, dall’equazione (3) si ottiene che {;’Om #0

e le forze di reazione di Oz su C sono equivalenti alla risultante <f>’ . applicata
ad un punto del loro asse centrale, che e ortogonale a Oa: e passa per il punto

= (—h, h). Infatti, affinché le tre forze non parallele Fyg, <I’Ow, <I>12 formino
un sistema equilibrato, le loro linee di azione si devono incontrare in un punto,
che in questo caso ¢ il punto P.

Posto Y
- 2 . . - N
2= '127(—61 + é2), @y, = o, €2,

dalla (3) si ottiene che
12—\fFBv IOm:_FB'
Concludo che, nel caso ii), assumendo l’asta scarica,
- le reazioni della coppia rotoidale su OA sono equivalenti alla forza
o =Fp(—é1 +é)

applicata in O;



- le reazioni di OA su C sono equivalenti ad una forza
_’/12 = ‘f’/o
applicata in O;
- le reazioni di Oz su C sono equivalenti ad una forza
_’/Oz = —Fpe;

applicata nel punto P = (—h, h), dove la linea di azione di fB incontra la
retta perpendicolare ad O A passante per O.

Per il principio di sovrapposizione degli effetti concludo che nel caso ii),
includendo anche la forza F'4 agente sull’asta,

- la risultante delle reazioni della coppia rotoidale su OA ¢ data da
B = Faéy + Fp(—&é, + &) = (Fa — Fp)é1 + Fpés;
- le reazioni di OA su C sono equivalenti ad una forza

B, = Fp(—é1 + é3)

applicata in O piu una coppia di momento
. 2
Niy = gmég

e, per il principio di azione e reazione, le reazioni di C su OA sono ) equi-
valentl ad una forza ‘I>21 = —<I>12 pill una coppia di momento N21 =
~Ni»;

- le reazioni di Oz su C sono equivalenti ad una forza
(PO.T = *FBéQ

applicata nel punto P = (—h, h) pilt una coppia di momento

; 3
Noy = —géFAég.



Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale
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(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Primo Esercizio

In un piano, dotato di un sistema di riferimento Oxy, si consideri il sistema
meccanico formato da una guida rettilinea r e da un disco omogeneo di massa
m e raggio R (vedi figura). La guida & incernierata nell’origine O e ruota in
questo piano con velocita angolare costante w > 0. Il disco rotola senza strisciare
lungo la guida.

wt

Usando come coordinata ’ascissa s del punto di contatto P tra disco e guida,
i) calcolare la velocita angolare e energia cinetica del disco;

ii) calcolare le coordinate del centro istantaneo di rotazione del disco.
Secondo Esercizio

Calcolare i momenti principali di inerzia rispetto al baricentro O di un’ellisse
omogenea di massa m e semiassi a,b, con a > b > 0.1

.
—

Ky
e

1 Suggerimento: usare le coordinate ellittiche (r,0) definite da
T =racosf, y =rbsiné, con 0<r<1, 0<@<2m

per descrivere ellisse.



Terzo Esercizio

In un piano verticale si fissi un riferimento Oxy con asse Oy verticale ascen-
dente e si consideri il sistema meccanico rappresentato in figura, costituito da
due corpi rigidi. Il primo corpo & un’asta omogenea di lunghezza ¢ e massa m,
con un estremo incernierato nell’origine O tramite una coppia rotoidale fissa.
L’altro estremo dell’asta ¢ incernierato nel baricentro A di un solido omogeneo
C di massa M tramite una coppia rotoidale mobile. 11 solido C puo scivolare su
una retta r parallela all’asse Oz e posta a distanza h da esso. Il vincolo tra C
ed r consiste di una coppia prismatica (vedi figura). Il sistema & in equilibrio
e, detto 0 I'angolo tra I'asta OA e I'asse O, si ha § = 7. Sul sistema agisce la
forza di gravita, di accelerazione g.

Assumendo che tutti i vincoli siano privi di attrito,

i) calcolare un sistema di forze equivalente alle reazioni vincolari esercitate
dalla cerniera cilindrica nell’origine O sull’asta O A;

ii) calcolare un sistema di forze equivalente alle reazioni vincolari esercitate
dalla retta r sul corpo C; in particolare trovare ’asse centrale di tali forze.



Soluzioni

Primo Esercizio

ESERCIZIO 4
M €,, 8, 1 oW Mﬂ%w Ox,og,muﬁmmvwvm&
MVW L Aot

én =("*O'°Wt)/é4 + (rmwt) 8,

~

€, = ~ (mmwb) €4 & (onwt) &,

o\&WA&PZMM'BMMW/MO o

P_0O = Sén,

B-0 = 58, +RE.

Lo wa&m WDMM’MWWWM

(\))‘B = ﬁp r W x (B-P),
dove
Ty - ($-Rw)én+ swéo,
R-P = REg,
2 Np i fa, »M&wawmmwdw, ot
Tp = ws 8.

A

forche parvosmed poon. WP = W8y, wom €5 = E,% €4, A bhovay

W:W—S_;

! a eamdiae '"’ﬁ(mwbu&h'm smudla,

T = 3—”“\’\7’8\1«\ %IB,éjlWAD\z = %m[% sy w2<%RZ+ Si>-3wRS}



ofa/[wﬁmou MA/WWAA WMWM)&\MW
U

A =D e A ~

CO"O = S€n +u = SE€n + -Ws en
il w- S
R

) (iswa [(rwt) &, + (ronwt) 8,].

/



Secondo Esercizio

Gli assi coordinati Ox, Oy sono assi principali di inerzia, perché sono assi di
simmetria per riflessione. Inoltre la direzione ortogonale al piano dell’ellisse &
principale perché il piano Ozy € un piano di simmetria per riflessione.

La densita di massa dell’ellissi e

m

mab’

Calcoliamo i momenti principali usando le coordinate ellittiche. La matrice
jacobiana della trasformazione di coordinate &

A(z,y) acos —rasind
a(r,0)

~ | bsin® rbcosh

per cui il suo determinante & rab. Abbiamo quindi

2 1 1 . 1
I = J/ / r2b%sin® 0 rab drdf = Zaabd = ~mb?,
o Jo

4
1 2
Zma .

2m 1
1
I, = O’/ / r2a? cos? 0 rab drdf = ~oa’b =
o Jo 4

Infine, siccome V’ellissi sta nel piano Ozy, si ha

1
I3 = I]_ —‘1-12 = im(az + b2>

Terzo Esercizio

Introduciamo le seguenti notazioni:

® 4 ¢ la risultante delle reazioni dell’asta OA sul corpo C, attraverso la
coppia rotoidale mobile;

<f>r e la risultante delle reazioni della retta r sul corpo C;

&, ¢ la risultante delle reazioni dell’origine del riferimento sull’asta OA
attraverso la coppia rotoidale fissa.

i) Dalla prima equazione cardinale (della Statica) applicata al solo corpo C
abbiamo . .
P4+ P, — Mges =0, (1)

da culi si ricava che
Dy =Pye,, (2)

dove ® 4 € un coefficiente reale da determinarsi.

Per il principio di azione e reazione, la risultante delle reazioni di C sull’asta
esercitate attraverso la coppia rotoidale mobile e ~—®,. La prima equazione
cardinale applicata alla sola asta si scrive quindi

Bo —mgé; — B4 =0, (3)

che insieme a (2) ci da

=1

(§0Xé2:



Denotiamo con B il baricentro dell’asta e scriviamo adesso la seconda equazione
cardinale per la sola asta rispetto al polo O:

(B~ 0) x (~mgés) + (A~ 0) x (~B,) =0,

da culi si ottiene

m
by = —Tg.
Dalla (3) si ha quindi
> mg .
®p = - €

ii) Usando la (1) si ottiene

‘i’,- = (M + %)gég
e in particolare <f>r #* 0. Esiste quindi ’asse centrale delle reazioni di r su C ed
il sistema di tali reazioni & equivalente alla loro risultante <f>T applicata in un
punto di questo asse.
L’asse centrale ha la direzione di &5 e passa per il punto A, infatti, detto Cy
un punto dell’asse e denotando con Nz il momento risultante delle reazioni di
r su C rispetto al polo A, si ha

perché .
N, =0. (4)

La (4) si dimostra osservando che le forze agenti su C diverse dalle reazioni dovu-
te alla coppia prismatica (cioe le forze di gravita e le reazioni dovute alla coppia
rotoidale mobile) sono equivalenti ad un’unica forza applicata in A. Usando
la seconda equazione cardinale per il solo corpo C rispetto al polo A si ottiene
quindi

N’ = 0.



