Compito di Meccanica Razionale

Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale

18 Luglio 2017
(usare fogli diversi per esercizi diversi)
Primo Esercizio

Si fissi in un piano un sistema di riferimento Oxy. L’estremo A di un’asta di
lunghezza ¢ ¢ vincolato a scorrere sull’asse Oy e l'altro estremo B puo scorrere
su una guida rettilinea r passante per lorigine, che forma un angolo o = /4
con 'asse Ox.

Usando come coordinata I’angolo 6 tra la direzione dell’asta e 'asse Oy (vedi
figura),

a) determinare la velocita angolare dell’asta;
b) calcolare le coordinate del centro istantaneo di rotazione Cy dell’asta;

¢) trovare la polare fissa (base) e la polare mobile (rulletta) descritte da Cj.

Secondo Esercizio

In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Oxy con asse Oy verticale
ascendente. In tale piano si consideri il moto di un corpo rigido discreto formato
da quattro punti materiali A, B,C, D di uguale massa m posti ai vertici di un
quadrato di lato £. 11 punto A puo scorrere sull’asse Ox considerato un vincolo
liscio. Sui punti B e C' agiscono rispettivamente le forze costanti F'é;, F'és, dove
F >0, ed €1,&2 sono i versori degli assi Ox,0Oy. Il punto D & collegato all’asse
Oy da una molla di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla che si
mantiene parallela all’asse Oz (vedi figura). Sul sistema agisce anche la forza
di gravita, di accelerazione g.

Usando come coordinate lagrangiane I’ascissa s del punto A e ’angolo 6 che
il lato AB forma con 'asse Ox

a) trovare le coordinate dei punti A, B, C, D in funzione di s, 6;

b) scrivere 'energia cinetica del corpo rigido;
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¢) scrivere le componenti del vettore delle forze (attive) generalizzate Q =

(QsaQG);l

d) scrivere l'energia potenziale delle forze attive;

e) verificare che valgono le relazioni

oV _
ds

ov

Qsa _@ _QB-

Terzo Esercizio

In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Ozy e si consideri il sistema
meccanico formato da un punto materiale P di massa m vincolato a scorrere
senza attrito sul bordo di una guida circolare di raggio r, e da un’asta omogenea
di massa m e lunghezza R = %r con gli estremi liberi di scorrere senza attrito
sul bordo di una seconda guida circolare di raggio R. Entrambe le guide hanno
centro in O. Il punto P e il baricentro dell’asta G sono collegati da una molla
di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla. Sul sistema agisce la forza
di gravita, di accelerazione g.

Per descrivere le configurazioni del sistema si usino gli angoli 6, formati dai
segmenti PO,GO con le direzioni degli assi Ox,0y rispettivamente (vedi figura).

a) Trovare le configurazioni di equilibrio del sistema;

b) discutere la stabilita di tali configurazioni.

1Osserviamo che la risposta al punto i) fornisce la mappa R X Slsq— x(q) € RS che
definisce le posizioni dei punti A, B, C, D in funzione delle coordinate locali q = (s, 8).



Soluzioni

Primo Esercizio

a) Introduciamo il sistema di riferimento O&;é2€3, con le direzioni e i versi
di é; ed e, dati dagli assi Ox e Oy, rispettivamente, ed é3 = é; X €.
Siano
x4 = {(cosf + sinf)e,, xp = sinf(e; + e2)

le coordinate del punti A, B, con e;,e; i vettori della base canonica di R3. La
velocita angolare dell’asta ¢ della forma & = wés, w € R. Calcoliamo w con la
formula fondamentale della cinematica rigida applicata ai punti A, B:

va=vVptwes X (x4 —Xp),

con
v :69'(7 sin 6 + cos 0)eq, VB :Eécosﬁ(el +e7)

da cui si trova
w=20.

b) La posizione del centro istantaneo di rotazione dell’asta ¢ data da
Co—O:(Co—A)+(A—O),
dove

(I)'X\_;A
2

Co— A= = {(sin @ — cosf)ey,

w
A — O = {(cosf + sinb)éy,

per cui le coordinate del centro istantaneo di rotazione sono
Xc, = £(sind — cos@)e; + £(sin 6 + cos b)e,. (1)

c¢) Dette (z¢y,yc,) le coordinate di Cp in Ozy, dalla (1) segue subito che
la polare fissa descritta da Cjy € una circonferenza con centro nel punto di
coordinate (z,y) = (0,0) e raggio v/2¢, infatti

xQCO + yéo = 202,

Per determinare la polare mobile descritta da Cj introduciamo un sistema di
riferimento A&} éLé} solidale all’asta, con &, = é3 ed &) parallelo e concorde a
(B — A). Siano (¢, y¢,,0) le coordinate di Cp — A nella base {&], &), é3}.

Si ha

x, = {(sinf — cosf)sin b,
Yo, = {(sin@ — cosB) cos 6.
Queste coordinate soddisfano I’equazione

(e~ 5) + b+ 5) =5,

che rappresenta una circonferenza con centro nel punto di coordinate (z’,y") =

(g, —%) e raggio %.



Secondo Esercizio

a) Le coordinate dei punti A, B, C, D sono le seguenti:

(za,ya) = (5,0),

(xB,yB) = (s + LcosB,lsinb),

(ze,ye) = (s + £(cosf — sin§), £(sin § + cos b)),
(xp,yp) = (s — £sin @, £ cosh).

b) L’energia cintetica del corpo rigido ¢ data dalla somma delle energie cinetiche
dei 4 punti che lo compongono. Le velocita di questi punti sono

(#4,94) = (5,0),

(Zp,9B) = (8 — 00sin 0, 06 cos 0),

(Zc,9c) = (§ — LO(sin 6 + cos 0), £0(cos § — sin B)),
(@p,yp) = (§ — 26 cos 0, 00 sin 6).

per cui

T = 2m(s? + €26> — £(sin 0 + cos 0)30).

¢) La mappa che ci fornisce le configurazioni del sistema in funzione delle
coordinate s,0 ¢
(zAvyAv:CBavafo'vyCvxDvyD)'

X = (X4, XB,XC,XD) =

Per scrivere le componenti delle forze generalizzate calcoliamo le derivate di
XA, XB,Xc, XD Trispetto a s, 0.

Siano e; = (1,0)T, ey = (0,1)7. Troviamo che
Oxa _ Oxp _ Oxc _9xp _
Os ds Os ds b
x4
— =0
06 ’
8g(_; = —/sinfe; + £ cosfes,
ag—; = —{(sinf 4 cosf)e; + £(cosf — sin )eq,
ag—f = —fcosfe; — {sinfes.

Inoltre le forze attive che agiscono sui punti A, B, C, D hanno rispettivamente

coordinate

F4 = —mges,

Fp = —mges + Fey,

Fo = (—mg+ F)eo,

Fp = —k(s—{sinf)e; — mges.



Si ottiene quindi che

B Ixa OxB oxc IXD
QS—FA-WJrFB-WJch s +Fp Ep

= (—mges+ Feq)-e1+ (—mg+ Flea-e1 + (fk(s —lsinf)e; — mgeg) -ep
=F — k(s —{sin0),
oxA OxB Oxc dXp

—F, 2L 1 Fp. 22 L F-. &Y Ly 22
Qo A89+Bao+089+D89

d) L’energia potenziale delle forze attive &

1
V(559> = mg(yB + Yo +yD) + 5]€SC2D — Frp — ch

1
= 2mgl(sinf 4 cos ) + §k(s —¢sin®)? — F(s+£(2cos + sind)).

ov = k(s —{sinf) — F = —Qs,

s

oV . . :

20 = 2mgl(cosd —sinf) — kL cos (s — £sin ) + FL(2sinf — cos )

= (2mg — F){cosf + (—2mg + 2F){sinf — kl cosO(s — £sinf) = —Qp.
Terzo Esercizio

a) Le coordinate dei punti P,G sono

V3 .
xp =rcosf xGZRTSlmpzrsm(p
yp = rsinf 3
Yya = _RT COS @ = —TCoS®
per cui 'energia potenziale delle forze esterne attive &

V(0,0) = mg(yp+yc)+%k[(wp—wG)QJr(yP—yc)Q] = mgr(sin 6—cos @) —kr’[sin(o—0)—1].

Le configurazioni di equilibrio sono date dai punti stazionari di V', soluzioni del
sistema

%—Z = mgrcos + kr?cos(p —0) =0

v )
— = mgrsing — kr? cos(¢ — 0) = 0.

dg

Sommando le due equazioni si ottiene
cosf) = —sing (3)

per cui 0 = 5 + ¢ oppure = —% — .



Sostituendo § = 7 + ¢ nella prima equazione in (2) si ottiene
—mgrsinp = 0,

che ha le soluzioni
p=0,m

in [0, 27). Sostituendo § = —% — ¢ nella prima equazione in (2) si ottiene

—mgrsin @ + kr? cos(2¢ + g) = —sin p(mgr + 2kr? cos ),

che ha sempre le soluzioni
=0,

in [0,27). Inoltre se 5% < 1 si hanno le ulteriori soluzioni

p==Tp* = arccos(—@)
2kr
in [0, 27).
Le configurazioni di equilibrio sono sei:

T 3T 3T T 3T

el - 2 ot E0%).
20, (Gom), (5 F 67 E¢0)

b) Per studiare la stabilitd degli equilibri calcolo la matrice hessiana V" dell’e-

nergia potenziale. Si ha

2
%T‘Q/ = —mgrsinf + kr®sin(p — 0),
2
6896‘/ = —kr?sin(p — 6),
P
82
e = mygr cos p + kr?sin(p — 0),

da cui

o[ —mgr —kr? kr? w3 [ mgr —kr?
V(§70)|: mr—er ) V(_vﬁ)*

kr? 2 kr?
3m mgr + kr? —kr? m —mgr + kr?
19T nelt _
Vv (2 50)* |: —]{/’T2 mgr—i—k:r2 Vv (277{-)* —]{/’T2
" 2 1 2 cos? p*—1
V( :FSD FT) = —kr {2(:052(,0*—1 1 ‘

Concludo che

kr?
—mgr — kr

—kr?
—mgr + kr

o trV"(%,0) = —2kr? < 0 per cui ci deve essere un autovalore negativo,
quindi ( ©) = (5,0) ¢ instabile;

o trV"(3F, ) = —2kr? < 0 per cui ci deve essere un autovalore negativo,
quindi (6, ) = (3, ) & instabile;

e det V”(38,0) = mgr?(mg+2kr) > 0 e trV"(35,0) = 2r(mg+kr) > 0 per
cui (6, ) = (28,0) & stabile per il teorema di Lagrange-Dirichlet;

Al
Al



o det V(% m) = mgr?(mg—2kr) e trV" (5, m) = 2r(—mg+kr). Semg > kr
allora trV” (%, 7) < 0, altrimenti mg < kr e si ha det V"(,7) < 0. In
ogni caso ci deve essere un autovalore negativo, quindi (0, ) = (§,m) e
instabile;

o trV"(3F F %, £¢*) = —2kr? < 0 per cui ci deve essere un autovalore
negativo, quindi le configurazioni (6, ¢) = (%’T F ¢*, £¢*) sono instabili.



