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(usare fogli diversi per esercizi diversi)

Esercizio 1. Si consideri la lagrangiana

L(q, q̇) =
1

2

(
q̇2 +

1

q2

)
, q, q̇ ∈ R.

1. Trovare la soluzione t 7→ γ̄(t) delle equazioni di Eulero-Lagrange per L
tale che γ̄(0) = ˙̄γ(0) = 1.

2. Mostrare che non ci sono punti coniugati a (t, q) = (0, 1) sull’estremale
t 7→ γ̄(t) per t > 0.

Esercizio 2. Si consideri la funzione di Hamilton

H(p,q) = p ·Aq (1)

con

A =

[
α 1
0 −α

]
, α > 0

definita su R2 × R2.

1. Calcolare il flusso integrale Φt(p,q) delle equazioni di Hamilton associa-
te ad H e verificare che, per ogni t̄ ∈ R fissato, Φt̄(p,q) definisce una
trasformazione canonica.

2. Dimostrare che la trasformazione Ψ dipendente dal tempo definita da

(p,q, t)
Ψ7→ (Φt(p,q), t) =: (P,Q, t)

è canonica e dire come si trasforma con Ψ il sistema hamiltoniano associato
alla funzione di Hamilton

H1(p,q) = p · q.

Esercizio 3. Si consideri il sistema hamiltoniano definito dalla funzione di
Hamilton

Hε(I,ϕ) = h(I) + εf(ϕ),

con
h(I) = I1 + I2, f(ϕ) = cos2(ϕ1 + 2ϕ2) sin2(ϕ1 − 2ϕ2),

dove
I = (I1, I2) ∈ R2, ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ T2, ε� 1.

Determinare una funzione generatrice di una trasformazione canonica vicina
all’identità

(I,ϕ)
Ψε7→ (Ĩ, ϕ̃)

tale che la hamiltoniana Kε = Hε ◦Ψ−1
ε non dipenda da ϕ̃ al primo ordine in ε.


